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RESUMO
Estamos interessados em estudar o comportamento do neutrino e suas propri-
edades em um meio nuclear denso na˜o uniforme, onde tambe´m ha´ ele´trons e
outros neutrinos. O meio nuclear sera´ descrito pelo modelo de Walecka na˜o
linear, onde a fase da mate´ria conhecida como fase pasta, e´ obtida usando a
aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi dentro de uma ce´lula de Wigner-Seitz. Ale´m
de me´sons, nucleons e le´ptons, incluı´mos explicitamente os bo´sons fracos
neutro Z e carregados W+ e W− no modelo, pore´m o efeito destes u´ltimos
e´ desprezı´vel no ca´lculo das propriedades do sistema, como a densidade de
energia, pressa˜o e frac¸a˜o de partı´culas, sendo importante apenas no ca´lculo
da sec¸a˜o de choque dos neutrinos. Obtemos tambe´m a sec¸a˜o de choque to-
tal e o livre caminho me´dio dos neutrinos, levando em conta tanto espalha-
mentos, mediados pelo bo´son fraco neutro, quanto a absorc¸a˜o de neutrinos
pelo meio, mediada pelos bo´sons carregados. Calculamos tambe´m o espa-
lhamento coerente dos neutrinos. Comparamos enta˜o o resultado com dois
tipos de parametrizac¸o˜es diferentes para a interac¸a˜o forte: uma onde a na˜o
linearidade e´ introduzida explicitamente e os acoplamentos sa˜o definidos por
constantes e outra onde tais constantes passam a depender da densidade. A
soluc¸a˜o desse problema tem interesse direto em simulac¸o˜es para a perda de
neutrinos no momento da formac¸a˜o de uma estrela de neˆutrons a partir da
explosa˜o de uma supernova.
Palavras-chave: Neutrinos. Livre caminho me´dio. Fase pasta. Interac¸a˜o
fraca. Modelo de Walecka.

ABSTRACT
The behavior and properties of a neutrino in non-uniform dense nuclear mat-
ter, surrounded by electrons and other neutrinos are studied. The nuclear
matter itself is modeled by the non-linear Walecka model, where the so-called
nuclear pasta phase is described using the Thomas-Fermi approximation, sol-
ved in a Wigner-Seitz cell. Besides the nucleons, mesons and leptons, the
weak neutral boson and the weak charged bosons are explicitly included in
the model, but their effects to the energy density, pressure and particle frac-
tions are negligible, being important only for the calculation of the neutrino
cross-section. We also obtain the total cross-section and mean-free path for
the neutrinos, taking into account scattering and neutrino absorption. Cohe-
rent scattering was also calculated. We compare the final results for two know
kinds of model parametrizations: one in which non-linear effects in the strong
sector are explicitly written in the model Lagrangian and another one in which
the coupling constants are density dependent. The solution for this problem is
interesting for the understanding of neutrino diffusion in a newly born neutron
star after a supernova explosion.
Keywords: Neutrinos. Mean-free path. Pasta phase. Weak force. Walecka’s
model.
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1 INTRODUC¸A˜O
Dentre as partı´culas consideradas fundamentais na constituic¸a˜o do
Modelo Padra˜o, os neutrinos sempre estiveram associados aos grandes enig-
mas da Fı´sica do se´culo XX. Desde sua descoberta, provocada pela necessi-
dade de se preservar as leis de conservac¸a˜o de energia-momento e que causou
grande controve´rsia na interpretac¸a˜o do decaimento Beta, ate´ mais recente-
mente com o fenoˆmeno conhecido como oscilac¸a˜o de neutrinos, atualmente
comprovado por va´rias observac¸o˜es experimentais e que tem importantes
implicac¸o˜es para o Modelo Padra˜o, como o estabelecimento do fato de que
o neutrino possui afinal massa de repouso. Apesar de na˜o possuir carga
ele´trica e ter uma massa relativamente pequena, e por isso mesmo ser de
difı´cil detecc¸a˜o, os neutrinos podem revelar aspectos da estrutura da mate´ria
que outras partı´culas, quando usadas como pontas de prova, na˜o podem. A
principal raza˜o para isso e´ que o neutrino interage fracamente com as outras
partı´culas, podendo assim carregar a informac¸a˜o dessa interac¸a˜o sem causar
grandes distu´rbios na estrutura e distribuic¸a˜o original das mesmas. Outra
forma de dizermos isso e´ afirmando que a sec¸a˜o de choque dos neutrinos e´
pequena, ou analogamente, que seu livre caminho me´dio e´ grande dentro da
mate´ria. Assim, por exemplo, os neutrinos foram importantes na confirmac¸a˜o
da existeˆncia dos quarks dentro do nucleon, assim como no estudo de sua
estrutura (BUDNY, 1970).
Nas u´ltimas duas a treˆs de´cadas, neutrinos se tornaram extremamente
importantes no estudo da formac¸a˜o e evoluc¸a˜o de objetos astrofı´sicos, es-
pecialmente estrelas. Assim foi na observac¸a˜o dos neutrinos emitidos pelo
Sol, a qual deu origem ao fenoˆmeno conhecido como oscilac¸a˜o de neutri-
nos (GRIFFITHS, 2009) e tambe´m na observac¸a˜o dos neutrinos provenientes
da explosa˜o da supernova observada em 1987. A esse respeito, acredita-se
hoje que estrelas de neˆutrons sa˜o formadas a partir dessa explosa˜o e o com-
portamento dos neutrinos durante o seu processo de formac¸a˜o tem recebido
bastante atenc¸a˜o da comunidade desde enta˜o. Na verdade, o papel dos neu-
trinos em eventos deste tipo foi preconizado ja´ bem antes da observac¸a˜o de
1987 (GLENDENNING, 2000).
Sobre o espalhamento de neutrinos pela mate´ria hadroˆnica, apesar
das dificuldades experimentais e teo´ricas, alguns progressos teˆm sido feitos,
sendo exemplos a colaborac¸a˜o Karmen (BODMANN et al., 1994) e os re-
sultados de Los Alamos (IMLAY, 1998). Mais recentemente, experimentos
como o MiniBoone, o NOvA e outros experimentos similares com acelera-
dores (AGUILAR-AREVALO et al., 2008; WALTON et al., 2015) esta˜o em
operac¸a˜o. Embora o objetivo desses experimentos seja obter informac¸o˜es
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ale´m do Modelo Padra˜o e sobre oscilac¸o˜es de neutrinos, um conhecimento
preciso sobre a interac¸a˜o neutrino-ha´dron tanto quanto a estrutura hadroˆnica
dos alvos (PRAET, 2009) e´ necessa´rio.
Os modelos para o colapso de supernovas evoluı´ram nas u´ltimas de´-
cadas, prevendo agora, sob certas condic¸o˜es, uma explosa˜o guiada pelos neu-
trinos. Pore´m os mecanismos que guiam os esta´gios evoluciona´rios de estre-
las massivas (JANKA et al., 2007) do colapso a` explosa˜o e, posteriormente,
formac¸a˜o de uma proto-estrela de neˆutrons (PNS) na˜o sa˜o ainda completa-
mente entendidos. Entretanto, um grande progresso nesta a´rea tem sido feito
devido a`s melhorias no tratamento das interac¸o˜es e do transporte dos neutri-
nos em um meio denso (BRUENN, 1985; MARTI´NEZ-PINEDO et al., 2012;
PONS et al., 1999) e, simultaneamente, devido a um melhor conhecimento da
equac¸a˜o de estado (EOS) nuclear. Logicamente, esse conhecimento e´ funda-
mental para que as simulac¸o˜es produzam de forma satisfato´ria o fenoˆmeno da
explosa˜o e descrevam quantitativamente o processo de nucleossı´ntese. Sob
o ponto de vista atual, logo apo´s a explosa˜o de uma supernova, uma PNS
e´ formada cujo centro e´ feito de mate´ria densa, quente e rica em pro´tons,
sendo opaca aos neutrinos, que por processos combinados de desleptonizac¸a˜o
e perda de energia, torna-se uma estrela compacta, fria, transparente para os
neutrinos e rica em neˆutrons. Nos esta´gios iniciais de uma PNS os neutri-
nos esta˜o armadilhados, pois seu livre caminho me´dio e´ consideravelmente
menor que o raio da estrela. Durante este intervalo de tempo, os neutrinos
sa˜o essencialmente degenerados. Entretanto, em alguns poucos segundos os
neutrinos armadilhados se difundem para fora da neutrino-esfera, aquecendo
as camadas mais externas da estrela atrave´s de coliso˜es enquanto diminuem
as frac¸o˜es de le´ptons e pro´tons.
No presente trabalho estamos interessados em estudar o comporta-
mento dos neutrinos como parte de um ga´s de partı´culas interagentes for-
mado por um setor hadroˆnico, constituı´do por pro´tons, neˆutrons e me´sons e
um setor leptoˆnico formado por ele´trons e neutrinos de ele´tron. Em parti-
cular, queremos obter o livre caminho me´dio dos neutrinos (LCMN) dentro
desse ga´s como func¸a˜o da energia do mesmo e da densidade. Para isso, te-
mos que obter a equac¸a˜o de estado do sistema, onde efeitos de temperatura
sa˜o explicitamente considerados. Embora ca´lculos desse tipo existam na lite-
ratura considerando va´rios nı´veis de sofisticac¸a˜o e incluindo outras partı´culas,
ale´m das citadas acima, nos limitaremos aqui a focar a atenc¸a˜o na obtenc¸a˜o
da sec¸a˜o de choque dos neutrinos (e portanto do LCMN), utilizando o me-
nor grau de aproximac¸a˜o possı´vel nesse ca´lculo, ou seja, consideramos es-
palhamentos por todas as partı´culas do sistema, assim como processos com
transfereˆncia de energia e tanto processos de corrente neutra como carregada,
sempre que possı´vel, deixando para um futuro trabalho a inclusa˜o de maiores
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sofisticac¸o˜es no modelo que nos deem resultados que possam eventualmente
simular o que se espera de objetos estelares compactos. Para isso temos que
definir inicialmente o modelo que usaremos para o ga´s em questa˜o.
Modelos relativı´sticos de campo me´dio teˆm sido vastamente usados
para descrever a mate´ria nuclear. Tais modelos sa˜o usados tambe´m para
descrever nu´cleos finitos assim como a mate´ria de estrelas de neˆutrons. Na
formac¸a˜o de tais estrelas, apo´s uma explosa˜o de supernova, sabemos que a
maior parte da energia gravitacional e´ liberada atrave´s de neutrinos (GLEN-
DENNING, 2000). Os neutrinos sa˜o tambe´m os principais responsa´veis pelo
resfriamento destas estrelas, pois levam para fora da mesma, parte da energia
gerada no decaimento β . Os neutrinos vindo de supernovas, se constituem
desta forma em uma importante fonte para o estudo das mesmas e tambe´m
para o estudo da constituic¸a˜o de estrelas de neˆutrons, pois a grande maioria
destes neutrinos mante´m as informac¸o˜es iniciais inalteradas ate´ chegarem aos
detectores, pelas razo˜es discutidas acima.
A densidade me´dia de uma estrela de neˆutrons e´ ρ ≈ 1014g/cm3, en-
quanto que a densidade me´dia da Terra e´ ρ ≈ 6g/cm3. Em densidades desta
ordem os neutrinos ficam aprisionados na mate´ria, com o livre caminho me´dio
sendo estimado de alguns centı´metros ou metros, valor bem diferente para o
caso de neutrinos produzidos no nu´cleo do Sol, onde a grande maioria escapa
sem sofrer coliso˜es. Nestas condic¸o˜es, os neutrinos se termalizam e obede-
cem a uma func¸a˜o de distribuic¸a˜o.
Os neutrinos interagem apenas atrave´s da forc¸a fraca e gravitacional-
mente, mas esta u´ltima pode ser desprezada na obtenc¸a˜o da equac¸a˜o de es-
tado do sistema e na obtenc¸a˜o da sec¸a˜o de choque. Introduzimos os neutri-
nos, que consideramos sem massa de repouso, como um ga´s interagente na
mate´ria nuclear. A interac¸a˜o entre os neutrinos e outras partı´culas do sistema,
como ele´trons e nucleons, e´ mediada pelos bo´sons da interac¸a˜o fraca Z eW±.
Pore´m, como as massas destes bo´sons sa˜o muito grandes, a interac¸a˜o fraca
na˜o contribui significativamente para a equac¸a˜o de estado. Desta forma, os
neutrinos acabam sendo incluı´dos como um ga´s livre. Apesar disso, ha´ ainda
restric¸o˜es sobre os neutrinos, que vem do fato de impormos equilı´brio β para
o sistema. Isso nos permite descrever a equac¸a˜o de estado e o LCMN de
forma consistente, assim como investigar o papel que diferentes parametrizaa
do Pc¸o˜es para a interac¸a˜o entre os ba´rions pode ter no comportamento dos
neutrinos.
O LCMN em um meio nuclear denso e uniforme ja´ foi investigado em
dissertac¸a˜o de mestrado anterior (FURTADO, 2012). No entanto, em algu-
mas partes de uma estrela de neˆutrons, e principalmente no centro de uma
Supernova, onde a densidade nuclear e´ ρ ∼ (0,1− 1,0)ρ0, com ρ0 sendo a
densidade de saturac¸a˜o nuclear, podem haver fases da mate´ria em que a fase
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uniforme na˜o e´ a mais esta´vel (AVANCINI et al., 2008). Nesta regia˜o, os
nucleons se agrupam formando nu´cleos e, dependendo da densidade, eles po-
dem ser diferentes da forma aproximadamente esfe´rica dos nu´cleos atoˆmicos,
podendo ser: gotas, cilindros, placas, tubos e bolhas. Esta fase de mate´ria nu-
clear na˜o uniforme e´ conhecida como fase pasta. Espera-se encontrar a fase
pasta na crosta interna de uma estrela de neˆutrons, a aproximadamente 1km
da superfı´cie (LIMA, 2012), e ela pode representar ate´ 20% da massa total do
nu´cleo de uma Supernova antes do colapso (HOROWITZ; PE´REZ-GARCI´A;
PIEKAREWICZ, 2004). A dinaˆmica de uma Supernova e´ influenciada dire-
tamente pelo comportamento dos neutrinos durante o processo, pois estes
sa˜o os principais transportadores de energia e influenciam diretamente nas
densidades das outras partı´culas, atrave´s de favorecimento ou na˜o de reac¸o˜es
nucleares.
O fato de o meio nuclear na˜o ser uniforme (fase pasta) deve ser levado
em conta no ca´lculo do LCMN. Um dos nossos objetivos e´ analisar qual
o efeito da fase pasta sobre o LCMN. Calculamos a sec¸a˜o de choque dos
neutrinos considerando tanto espalhamentos individuais por outras partı´culas
quanto espalhamento coerente por mais de uma partı´cula do sistema e compa-
ramos os dois casos. Espera-se que o espalhamento coerente seja mais impor-
tante para neutrinos com baixas energias (HOROWITZ; PE´REZ-GARCI´A;
PIEKAREWICZ, 2004; HOROWITZ et al., 2004; REDDY; BERTSCH;
PRAKASH, 2000), quando o comprimento de onda e´ maior e, portanto, o
neutrino na˜o consegue distinguir os componentes do alvo.
O estudo do efeito da fase pasta sobre a evoluc¸a˜o de uma PNS, em
particular, sobre a difusa˜o de neutrinos, ja´ foi considerado previamente (SO-
NODA et al., 2007; ALLOY; MENEZES, 2011). No primeiro caso, uma
simulac¸a˜o usando dinaˆmica quaˆntica molecular baseada em uma interac¸a˜o
fenomenolo´gica simples, que leva em conta apenas coliso˜es de corrente neu-
tra para os neutrinos, foi usada para obter as sec¸o˜es de choque. No segundo
caso, uma interac¸a˜o mais realista foi usada para calcular as estruturas de pasta
mas com uma aproximac¸a˜o simplificada para determinar as sec¸o˜es de choque.
Mesmo assim, neste u´ltimo caso, uma importante diferenc¸a, comparado ao
caso de mate´ria uniforme, foi encontrada nos coeficientes de difusa˜o dos neu-
trinos quando a fase pasta e´ considerada. Ainda, simulac¸o˜es recentes (FIS-
CHER et al., 2012), teˆm mostrado que temperaturas e densidades pro´ximas
da borda de uma PNS podem ser compatı´veis com as condic¸o˜es esperadas
para a formac¸a˜o da fase pasta, poucos segundos apo´s o choque.
Em (PONS et al., 1999), os autores enfatizaram a importaˆncia de
se tratar a interac¸a˜o neutrino-mate´ria consistentemente com a EOS. Em
(REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998), os autores consideraram a interac¸a˜o
de neutrinos armadilhados com mate´ria uniforme em equilı´brio β , com frac¸a˜o
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de le´ptons fixa. Seus resultados sa˜o apropriados para os esta´gios iniciais de
uma PNS, sendo a energia dos neutrinos a energia de Fermi (Eν = µν ) para
diferentes temperaturas e atenc¸a˜o especial foi dada para densidades supra-
nucleares. Aqui tambe´m consideramos mate´ria em equilı´brio β com frac¸a˜o
de le´ptons fixa. Entretanto, nosso foco esta´ na interac¸a˜o dos neutrinos com a
fase pasta. Escolhemos a frac¸a˜o de ele´trons YL = 0,4 e YL = 0,2, valores que
foram escolhidos nos trabalhos (ALLOY; MENEZES, 2011; REDDY; PRA-
KASH; LATTIMER, 1998) e que e´ consistente com simulac¸o˜es de supernova
recentes (Fischer, Tobias et al., 2014).
Descreveremos a mate´ria nuclear atrave´s do modelo de Walecka na˜o
linear (SEROT; WALECKA, 1986; GLENDENNING, 2000; TYPEL; WOL-
TER, 1999). Tal modelo considera que os nucleons interagem via troca de
me´sons escalares, vetoriais e isovetoriais. O sistema deve ser eletricamente
neutro, e para isto incluiremos os ele´trons com a condic¸a˜o de neutralidade de
carga ele´trica. A tabela 1 apresenta as partı´culas que iremos considerar.
Campo Descric¸a˜o Partı´culas Massas (MeV)
ψ Ba´rion p, n M = 939
ψe Ele´tron e me = 0.511
ψν Neutrino ν zero
φ Me´son escalar neutro σ ms = 550
V µ Me´son vetorial neutro ω mv = 783
~bµ Me´son isovetorial carregado ρ+,ρ−,ρ0 mρ = 763
Zµ Bo´son fraco neutro Z MZ = 91,1876 ·103
W±µ Bo´sons fracos carregados W± MW = 80,4120 ·103
Aµ Fo´tons γ zero
Tabela 1 – Partı´culas do sistema
Embora saibamos que a presenc¸a de outros ba´rions (ale´m de pro´ton
e neˆutron), como os ba´rions estranhos, possa modificar substancialmente a
equac¸a˜o de estado (GLENDENNING, 2000), assim como possivelmente o
LCMN, aqui consideraremos apenas as partı´culas mostradas na tabela 1, prin-
cipalmente devido a`s densidades aqui consideradas. Mu´ons (e seus respecti-
vos neutrinos) tambe´m devem ser importantes na composic¸a˜o de estrelas de
neˆutrons, especialmente a altas temperaturas e densidades (REDDY; PRA-
KASH, 1997), pore´m sua inclusa˜o na˜o modifica as te´cnicas usadas aqui para
a obtenc¸a˜o da equac¸a˜o de estado, assim como do LCMN. Em particular para
a obtenc¸a˜o desse u´ltimo, lembremos que as constantes de acoplamento com
os ha´drons e´ independente do sabor do neutrino.
Uma maneira de obter a fase pasta e´ considerar ce´lulas de Wigner-
Seitz eletricamente neutras e de geometrias apropriadas contendo neˆutrons,
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pro´tons, ele´trons e neutrinos usando uma aproximac¸a˜o variacional. A maio-
ria das aplicac¸o˜es recentes neste caso teˆm usado a aproximac¸a˜o de Thomas-
Fermi (MARUYAMA et al., 2006, 2005; AVANCINI et al., 2008), mas ca´lcu-
los de Hartree-Fock (GRYGOROV; GO¨GELEIN; MU¨THER, 2010) e ca´lcu-
los de Thomas-Fermi tri-dimensional (OKAMOTO et al., 2012) sa˜o tambe´m
encontrados na literatura, todos dentro da aproximac¸a˜o de Wigner-Seitz. Re-
centemente, foi mostrado em (OKAMOTO et al., 2013) que fazendo um
ca´lculo de pasta tomando uma ce´lula grande o suficiente para incluir va´rias
unidades de nu´cleos, distribuic¸o˜es de mate´ria diferentes das usuais consi-
deradas dentro da aproximac¸a˜o de Wigner-Seitz (WS) podem ser energeti-
camente mais favora´veis em alguns intervalos de densidades. Uma outra
aproximac¸a˜o, que tambe´m vai ale´m da aproximac¸a˜o de WS, e´ baseada na
te´cnica de dinaˆmica quaˆntica molecular (HOROWITZ; PE´REZ-GARCI´A;
PIEKAREWICZ, 2004; HOROWITZ et al., 2005; WATANABE et al., 2005;
SONODA et al., 2008; WATANABE et al., 2009; SCHNEIDER et al., 2013).
Aqui a pasta sera´ descrita usando a aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi dentro de
uma ce´lula de WS (AVANCINI et al., 2010).
No capı´tulo 2, a densidade Lagrangeana modelo para descrever a in-
terac¸a˜o entre os nucleons e´ definida. Apresentamos tambe´m a interac¸a˜o fraca
entre as partı´culas que compo˜em o sistema na forma Lagrangeana. A soluc¸a˜o
para o modelo e´ enta˜o discutida e apresentada, a partir da qual obteˆm-se a
equac¸a˜o de estado.
No capı´tulo 3, apresentamos a forma de ca´lculo para a sec¸a˜o de choque
total dos neutrinos. Isto e´ feito com o mı´nimo de aproximac¸a˜o possı´vel, ale´m
do fato que consideramos uma regia˜o cinema´tica cujo momento transferido
e´ bem menor que a massa do bo´son mediador. Finalmente, no capı´tulo 4, os
resultados nume´ricos para o LCMN, sa˜o apresentados. Analisamos o efeito
que possı´veis formas de parametrizac¸a˜o para a interac¸a˜o forte pode ter nos
resultados, ale´m da contribuic¸a˜o que a interac¸a˜o com cada tipo de partı´cula
tem para o LCMN. Comparamos tambe´m o LCMN para a fase pasta com o
caso de mate´ria uniforme (FURTADO, 2012). Algumas concluso˜es e pers-
pectivas sa˜o discutidas e apontadas. Detalhes do ca´lculo da sec¸a˜o de choque
sa˜o apresentados nos Apeˆndices A-D.
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2 LAGRANGEANA DO MODELO E AS EQUAC¸O˜ES DE ESTADO
Neste capı´tulo apresentamos o formalismo usado na descric¸a˜o da ma-
te´ria hadroˆnica e como os neutrinos e ele´trons sa˜o introduzidos no sistema.
Os neutrinos sa˜o incluı´dos por ser nosso objeto de estudo e os ele´trons para
se obter uma descric¸a˜o mais pro´xima da realidade encontrada em supernovas
e proto-estrelas de neˆutrons, mantendo a mate´ria eletricamente neutra.
A mate´ria hadroˆnica, composta por pro´tons e neˆutrons, ou simples-
mente nucleons, sera´ descrita por uma densidade Lagrangeana, onde usare-
mos duas verso˜es, frequentemente usadas na literatura. Na primeira versa˜o,
sa˜o introduzidas constantes de acoplamento que descrevem a interac¸a˜o entre
os nucleons e termos de auto-interac¸a˜o dos me´sons envolvidos na descric¸a˜o
do sistema para se obter um melhor acordo com dados experimentais. Chama-
remos esta versa˜o de modelo de Walecka na˜o-linear (NLWM) (GLENDEN-
NING, 2000). Na segunda versa˜o, as “constantes” de acoplamento passam a
depender da densidade barioˆnica, e os termos de auto-interac¸a˜o dos me´sons
na˜o sa˜o necessa´rios. Chamaremos esta versa˜o de parametrizac¸a˜o dependente
da densidade (DD) (TYPEL; WOLTER, 1999).
Sabemos que mate´ria e energia alteram o espac¸o-tempo e o espac¸o-
tempo move e modela as distribuic¸o˜es de mate´ria e de energia. Sabemos
tambe´m que em qualquer ponto do espac¸o-tempo podemos construir um re-
ferencial inercial local (ou referencial de Lorentz local). Mesmo para um
objeto extremamente massivo (como uma estrela de neˆutrons), a mudanc¸a
relativa na me´trica sobre uma distaˆncia tı´pica de ba´rions e´ extremamente pe-
quena, sendo tal mudanc¸a da ordem de 10−19 ou menor (GLENDENNING,
2000). Portanto, para se ter uma mudanc¸a relevante na me´trica, precisarı´amos
estender o referencial sobre um nu´mero muito grande de ba´rions. No entanto,
as interac¸o˜es forte e fraca sa˜o de curto alcance e, por simplicidade, efeitos gra-
vitacionais na˜o sera˜o considerados aqui. Quanto a` interac¸a˜o eletromagne´tica,
como veremos adiante, ela na˜o tem efeitos de longa distaˆncia nos sistemas
aqui considerados, fase pasta e mate´ria uniforme eletricamente neutra. Desta
forma, o uso da me´trica de Minkowski fica justificado na descric¸a˜o do sistema
por no´s utilizada, em primeira aproximac¸a˜o.
2.1 MODELO DE WALECKA NA˜O-LINEAR (NLWM)
A densidade LagrangeanaL que descreve a mate´ria hadroˆnica junta-
mente com os ele´trons e´ constituı´da da densidade Lagrangeana do modelo de
Walecka na˜o-linear (SEROT; WALECKA, 1986; GLENDENNING, 2000),
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ale´m do termo cine´tico dos ele´trons e do campo eletromagne´tico. Desta
forma, onde adotamos a convenc¸a˜o h¯= c= 1, temos:
L =LN+Le+Lσ +Lω +Lρ +Lγ +Lωρ , (2.1)
onde
LN = Ψ¯
[
iγµDµ −M∗
]
Ψ; (2.2)
Le = ψ¯e
[
γµ(i∂ µ + eAµ)−me
]
ψe; (2.3)
Lσ =
1
2
(
∂µφ∂ µφ −m2sφ 2−
κ
3
φ 3− λ
12
φ 4
)
; (2.4)
Lω =
1
2
(
−1
2
VµνV µν +m2vVµV
µ +
ζ
12
g4v(VµV
µ)2
)
; (2.5)
Lρ =
1
2
(
−1
2
~Bµν ·~Bµν +m2ρ~bµ ·~bµ
)
; (2.6)
Lγ =−14FµνF
µν ; (2.7)
Lωρ = Λ(g2ρ~bµ ·~bµ)(g2vVνV ν), (2.8)
com
Ψ=
(
ψp
ψn
)
; (2.9)
iDµ = i∂ µ −gvV µ − 12gρ~τ ·
~bµ − 1
2
e(1+ τ3)Aµ ; (2.10)
M∗ =M−gsφ ; (2.11)
Vµν = ∂µVν −∂νVµ ; (2.12)
~Bµν = ∂µ~bν −∂ν~bµ −gρ~bµ ×~bν ; (2.13)
Fµν = ∂µAν −∂νAµ . (2.14)
O me´son escalar representa a interac¸a˜o atrativa entre os nucleons atra-
ve´s de −gsΨ¯φΨ, onde gs e´ a constante de acoplamento e Ψ¯Ψ e´ a densidade
escalar de ba´rions. O me´son vetorial representa a interac¸a˜o repulsiva entre
os nucleons atrave´s de gvΨ¯γµV µΨ, onde gv e´ a constante de acoplamento
e Ψ¯γµΨ e´ a corrente barioˆnica conservada. O me´son isovetorial diferencia
pro´tons de neˆutrons e a interac¸a˜o com os mesmos e´ (gρ/2)Ψ¯γµ~τ ·~bµΨ, onde
gρ e´ a constante de acoplamento, Ψ¯γµ~τ ·Ψ e´ a corrente de isospin barioˆnica
e ~τ e´ o operador de isospin para o nucleon. Aµ e´ o campo eletromagne´tico,
e e´ a carga ele´trica e os γµ ’s sa˜o as matrizes de Dirac. Por u´ltimo, Dµ e´ cha-
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mado de derivada covariante e M∗ e´ a massa efetiva dos nucleons. Note-se
ainda que incluı´mos a possibilidade de termos na˜o-lineares para os campos
escalar e vetorial. No caso do campo escalar, sabe-se que esses sa˜o impor-
tantes para reproduzir a compressibilidade da mate´ria nuclear (GAMBHIR;
RING; THIMET, 1990). Para o me´son vetorial ω , a autointerac¸a˜o e´ essencial
para suavizar a equac¸a˜o de estado em altas densidades. O acoplamento entre
os me´sons ω e isovetorial ρ e´ incluı´do para modificar a dependeˆncia com
a densidade da energia de simetria (HOROWITZ; PIEKAREWICZ, 2001;
TODD-RUTEL; PIEKAREWICZ, 2005). Lembramos que, a princı´pio, os
campos dos fe´rmions e bo´sons sa˜o aqui operadores.
E´ importante notar que a quantidadeΨ engloba os campos dos pro´tons
e dos neˆutrons, sendo uma coluna de oito elementos. O espac¸o de isos-
pin 2× 2 diferencia os pro´tons dos neˆutrons, enquanto que elementos 4× 4,
como as matrizes de Dirac γµ ’s, atuam apenas em ψp (para pro´tons) ou ψn
(para neˆutrons). Quantidades escalares, ou seja 1×1, sempre teˆm uma matriz
identidade de ordem apropriada implicitamente multiplicada por ela, a fim de
manter as dimenso˜es corretas.
A me´trica de Minkowski e´ usada com assinatura (+−−−). As ma-
trizes de Dirac, sa˜o usadas na representac¸a˜o de Dirac:
γ0 =
(
1 0
0 −1
)
, γk =
(
0 σk
−σk 0
)
, (2.15)
onde 1 e 0 sa˜o as matrizes identidade e nula 2×2, respectivamente, e os σk’s
sa˜o as matrizes de Pauli:
σ1 =
(
0 1
1 0
)
, σ2 =
(
0 −i
i 0
)
, σ3 =
(
1 0
0 −1
)
. (2.16)
As equac¸o˜es de Euler-Lagrange para os campos mesoˆnicos sa˜o:
∂µ∂ µφ +m2sφ +
κ
2
φ 2+
λ
6
φ 3 = gsΨ¯Ψ; (2.17)
∂µV µν +m2vV
ν +
ζ
6
g4vV
ν(VµV µ)+2Λ(g2ρ~bµ ·~bµ)g2vV ν = gvΨ¯γνΨ; (2.18)
∂µ~Bµν +m2ρ~b
ν −gρ~bµ ×~Bµν +2Λg2ρ~bν(g2vVµV µ) =
gρ
2
Ψ¯γν~τΨ; (2.19)
∂µFµν = eΨ¯γν
1
2
(1+ τ3)Ψ− eψ¯eγνψe. (2.20)
Para os fe´rmions:
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[
iγµDµ −M∗
]
Ψ= 0; (2.21)[
iγµ∂ µ −me+ eγµAµ
]
ψe = 0. (2.22)
Resolver as equac¸o˜es acima e´ muito difı´cil ou ate´ mesmo impossı´vel.
Portanto, para obter a equac¸a˜o de estado do sistema e outras quantidades,
fazemos algumas aproximac¸o˜es. A primeira aproximac¸a˜o e´ a aproximac¸a˜o
de campo me´dio (Mean Field Theory - MFT), onde os campos dos me´sons
sa˜o substituı´dos pelos seus valores esperados:
Vµ →Vµ = δ0µV0(~r), Aµ → Aµ = δ 0µA0(~r),
(~bµ)i→ (~bµ)i = δ 0µδ0ib0(~r), φ → φ = φ0(~r). (2.23)
A me´dia . . . e´ tomada em relac¸a˜o a um estado do sistema ψT na temperatura
T . Assumimos que o sistema e´ esta´tico, ou seja, na˜o ha´ dependeˆncia tempo-
ral nos campos mesoˆnicos, apenas na posic¸a˜o~r, pois estamos considerando
tambe´m a fase pasta. Por outro lado, ~V = 0 devido a` invariaˆncia rotacional, o
que significa que na˜o ha´ correntes dentro do sistema. Por questo˜es visuais e
de clareza, nem sempre vamos escrever a dependeˆncia com a posic¸a˜o.
Com esta aproximac¸a˜o, temos:
VµνV µν =−2(∇V0)2; (2.24)
~Bµν~Bµν =−2(∇b0)2; (2.25)
FµνFµν =−2(∇A0)2. (2.26)
As equac¸o˜es de campo bosoˆnicas tornam-se:
(−∇2+m2s )φ0 = gs ˆ¯ΨΨˆ−
1
2
κφ 20 −
1
6
λφ 30 ; (2.27)
(−∇2+m2v)V0 = gvΨˆ†Ψˆ−
1
3!
ζg4vV
3
0 −2Λg2ρb20 g2vV0; (2.28)
(−∇2+m2ρ)b0 =
gρ
2
Ψˆ†τ3Ψ−2Λg2ρb0 g2vV 20 ; (2.29)
−∇2A0 = eΨˆ† 12 (1+ τ3)Ψˆ− eψˆe
†ψˆe. (2.30)
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2.1.1 Aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi
Outra aproximac¸a˜o que fazemos para facilitar a obtenc¸a˜o da equac¸a˜o
de estado e´ a aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi. Tal aproximac¸a˜o consiste em
identificar os valores esperados dos operadores de campo dos nucleons e dos
ele´trons da seguinte maneira (AVANCINI et al., 2008):
ρ(~r) = ρp(~r)+ρn(~r) = Ψˆ†Ψˆ; (2.31)
ρ3(~r) = ρp(~r)−ρn(~r) = Ψˆ†τ3Ψˆ; (2.32)
ρs(~r) = ρsp(~r)+ρsn(~r) = ˆ¯ΨΨˆ; (2.33)
ρe(~r) = ψˆ†e ψˆe, (2.34)
onde
ρi(~r) =
γ
(2pi)3
ˆ
d3k (ηki(T )− η¯ki(T )), i= p,n,e; (2.35)
ρs(~r) = ∑
i=p,n
γ
(2pi)3
ˆ
d3k
M∗
E∗
(ηki(T )+ η¯ki(T )), E∗ =
√
k2+M∗2,
(2.36)
sa˜o as densidades de partı´culas e escalar, respectivamente, dependentes da
posic¸a˜o, γ = 2 e´ a multiplicidade de spin e~k e´ o momento. As func¸o˜es de
distribuic¸a˜o, ηki(T ), sa˜o as distribuic¸o˜es de Fermi-Dirac para uma dada tem-
peratura T :
ηki(T ) = {exp[(Ei−µi)/KBT ]+1}−1; (2.37)
η¯ki(T ) = {exp[(E¯i− µ¯i)/KBT ]+1}−1, (2.38)
onde Ei (E¯i) e´ a energia de uma partı´cula (antipartı´cula), µi (µ¯i) e´ o potencial
quı´mico das partı´culas (antipartı´culas) e KB e´ a constante de Boltzmann. As
distribuic¸o˜es acima dependem de~r, pois M∗ e Ei (E¯i) dependem da posic¸a˜o.
Na aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi, consideramos o sistema uniforme
localmente, e a considerac¸a˜o de que, localmente, as partı´culas comportam-se
como ondas planas e´ va´lida. Tal fato justifica as expresso˜es para as densidades
acima, que sera˜o deduzidas mais adiante juntamente com a energia Ei de uma
partı´cula.
O fato de que as partı´culas comportam-se como ondas planas local-
mente sera´ importante no nosso ca´lculo da sec¸a˜o de choque dos neutrinos
com as outras partı´culas do sistema.
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2.1.2 Densidade Lagrangeana da Interac¸a˜o Fraca
Ate´ o momento tratamos apenas da mate´ria composta por pro´tons,
neˆutrons e ele´trons. No entanto, como estamos interessados no compor-
tamento dos neutrinos neste meio, precisamos conhecer as interac¸o˜es dos
mesmos com as outras partı´culas do sistema. Para isto, escrevemos agora
a interac¸a˜o devida a`s correntes fracas em termos dos bo´sons mediadores da
interac¸a˜o fraca, Z e W±, tanto para os le´ptons como para os ha´drons.
2.1.2.1 Corrente de Interac¸a˜o Fraca do Bo´son Z
A interac¸a˜o de uma corrente fraca neutra jµ com o bo´son vetorial Zµ
e´ −g jµZµ (HALZEN; MARTIN, 1984), sendo:
jµ = j3µ − sen2(θw) jemµ , (2.39)
onde jemµ e´ a corrente eletromagne´tica, j
3
µ e´ a terceira componente da corrente
de isospin fraca, θw e´ o aˆngulo de Weinberg, e:
g=
e
sen(θw)cos(θw)
; e2 =
4pi
137
. (2.40)
A corrente fraca neutra para os nucleons e´:
jNµ = j
N3
µ − sen2(θw) jN,emµ , (2.41)
com
jN,emµ = ψ¯pγµψp; (2.42)
jN3µ = Ψ¯L
γµ
2
τ3ΨL = ψ¯pL
γµ
2
ψpL− ψ¯nL γµ2 ψnL, (2.43)
onde o subı´ndice L indica a componente de ma˜o esquerda do campo, ou seja,
ψL = (1−γ
5)
2 ψ . Portanto:
jNµ = ψ¯p
γµ
2
[
(1− γ5)
2
−2sen2(θw)
]
ψp− ψ¯n γµ2
(1− γ5)
2
ψn. (2.44)
Podemos escrever a expressa˜o acima como:
jNµ = ∑
i=p,n
ψ¯i
γµ
2
(cV − cAγ5)ψi, (2.45)
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onde para os pro´tons:
cV =
1
2
−2sen2(θw); cA = 12 ; (2.46)
e para os neˆutrons:
cV =−12 ; cA =−
1
2
. (2.47)
Para os le´ptons, a corrente fraca neutra e´:
jlµ = j
l3
µ − sen2(θw) jl,emµ , (2.48)
com
jl,emµ =−ψ¯eγµψe (2.49)
e
jl3µ = (ψ¯νL ψ¯eL)
γµ
2
τ3
(
ψνL
ψeL
)
= ψ¯νL
γµ
2
ψνL− ψ¯eL γµ2 ψeL. (2.50)
Logo:
jlµ = ψ¯νL
γµ
2
ψνL− ψ¯e γµ2
[
(1− γ5)
2
−2sen2(θw)
]
ψe. (2.51)
Assim:
jlµ = ∑
i=e,ν
ψ¯i
γµ
2
(cV − cAγ5)ψi, (2.52)
onde para os ele´trons:
cV =−12 +2sen
2(θw); cA =−12 ; (2.53)
enquanto que para os neutrinos:
cV =
1
2
; cA =
1
2
. (2.54)
A densidade Lagrangeana dos termos que envolvem o bo´son Z e´, por-
tanto:
LZ =−g jNµ Zµ −g jlµZµ −
1
4
ZµνZµν +
M2Z
2
ZµZµ , (2.55)
onde Zµν = ∂µZν−∂νZµ . Os dois u´ltimos termos acima sa˜o o termo cine´tico
36
e o termo de massa do bo´son Z, respectivamente.
2.1.2.2 Corrente de Interac¸a˜o Fraca dos Bo´sons W±
A interac¸a˜o de uma corrente fraca carregada j+µ com o bo´son vetorial
W+µ e´ −(g′/√2) jµW+µ (HALZEN; MARTIN, 1984), sendo:
j+Nµ = Ψ¯Lγ
µτ+ΨL = ψ¯pγµ
1− γ5
2
ψn (2.56)
para os nucleons e
j+lµ = (ψ¯νL ψ¯eL)γ
µτ+
(
ψ¯νL
ψ¯eL
)
= ψ¯νγµ
1− γ5
2
ψe (2.57)
para os le´ptons, onde
g′ =
e
sen(θw)
; τ+ =
(
0 1
0 0
)
. (2.58)
Podemos escrever as correntes como:
j+Nµ = ψ¯p
γµ
2
(gV −gAγ5)ψn; (2.59)
j+lµ = ψ¯ν
γµ
2
(gV −gAγ5)ψe, (2.60)
onde tanto para os nucleons quanto para os le´ptons gV = 1 = gA. No entanto,
como o nucleon e´ uma partı´cula composta, no´s redefinimos estas constantes
mais adiante.
Para o bo´son W−µ temos −(g′/√2) j−µW−µ com:
j−Nµ = j
+N†
µ = ψ¯n
γµ
2
(gV −gAγ5)ψp; (2.61)
j−lµ = j
+l†
µ = ψ¯e
γµ
2
(gV −gAγ5)ψν . (2.62)
A densidade Lagrangeana dos termos que envolvem os bo´sons W± e´
enta˜o:
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LW =− g
′
√
2
j+Nµ W
+µ − g
′
√
2
j+lµ W
+µ − 1
4
W+µνW
+µν +
M2W
2
W+µ W
+µ
− g
′
√
2
j−Nµ W
−µ − g
′
√
2
j−lµ W
−µ − 1
4
W−µνW
−µν +
M2W
2
W−µ W
−µ ,
(2.63)
onde W±µν = ∂µW±ν −∂νW±µ . Os termos − 14W±µνW±µν e
M2W
2 W
±
µ W
±µ sa˜o os
termos cine´tico e de massa, respectivamente, dos bo´sons fracos carregados.
2.1.3 Inclusa˜o dos Neutrinos
Com as considerac¸o˜es anteriores, a densidade Lagrangeana para in-
cluir os neutrinos e a interac¸a˜o fraca no sistema e´:
Lweak =Lν +LZ+LW ; (2.64)
Lν = ψ¯ν iγµ∂ µ ψν , (2.65)
onde o u´ltimo termo e´ o termo cine´tico dos neutrinos, que consideramos sem
massa.
Em alguns casos consideramos que os neutrinos esta˜o armadilhados e
em equilı´brio no sistema, e portanto, para temperatura diferente de zero, eles
devem obedecer a uma distribuic¸a˜o de Fermi.
As equac¸o˜es de campo para Z e W± sa˜o:
g jNν +g jlν =M2ZZ
ν +∂µZµν ; (2.66)
g′√
2
j±Nν +
g′√
2
j±lν =M
2
WW
±
ν +∂
µW±µν . (2.67)
Devido a` massa dos bo´sons mediadores da interac¸a˜o fraca ser muito grande,
os campos fracos contribuem muito pouco para propriedades como energia e
pressa˜o do sistema. Tais campos sa˜o importantes apenas no ca´lculo da sec¸a˜o
de choque dos neutrinos com as outras partı´culas, que veremos mais adiante
(ver Apeˆndice A).
Assim, incluı´mos apenas o termo cine´tico Lν na densidade Lagran-
geana total para calcular as densidades de partı´culas, a energia e a pressa˜o do
sistema. Usando a aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi, onde desta vez a multipli-
cidade de spin e´ γ = 1, pois os neutrinos tem quiralidade bem definida, temos
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que a densidade de neutrinos e´ dada por:
ρν(~r) =
1
(2pi)3
ˆ
d3k (ηkν(T )− η¯kν(T )). (2.68)
2.1.4 Ca´lculo da Energia e Pressa˜o
A densidade Lagrangeana, para efeito da obtenc¸a˜o da equac¸a˜o de es-
tado e levando em conta a aproximac¸a˜o de campo me´dio, torna-se a seguinte:
L =Ψ¯
[
iγµ∂ µ −gvγ0V0− 12gρτ3γ
0b0− e12 (1+ τ3)γ
0A0−M∗
]
Ψ
− 1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 −
1
2
(
κ
3
φ 30 +
λ
12
φ 40
)
+
1
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0 +
ζ
24
g4v(V0)
4
+
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+Λg
2
ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
1
2
(∇A0)2
+ ψ¯e(iγµ∂ µ + eγ0A0−me)ψe+ iψ¯νγµ∂ µψν . (2.69)
Usando a aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi, reescrevemos as equac¸o˜es
de campo:
(−∇2+m2s )φ0 = gsρs(~r)−
1
2
κφ 20 −
1
6
λφ 30 ; (2.70)
(−∇2+m2v)V0 = gvρB(~r)−
1
3!
ζg4vV
3
0 −2Λg2ρ b20 g2vV0; (2.71)
(−∇2+m2ρ)b0 =
gρ
2
ρ3(~r)−2Λg2ρ b0 g2vV 20 ; (2.72)
−∇2A0 = e(ρp(~r)−ρe(~r)); (2.73)[
iγµ∂ µ −gvγ0V0− 12gρτ3γ
0b0− e1+ τ32 γ
0A0−M∗
]
Ψ= 0; (2.74)[
iγµ∂ µ −me+ eγ0A0
]
ψe = 0; (2.75)
iγµ∂ µψν = 0. (2.76)
Para calcular a densidade de energia e a pressa˜o, usamos o tensor ener-
gia-momento. Em mecaˆnica dos meios contı´nuos, o tensor energia-momento
e´ definido por:
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Tµν =−gµνL + ∂qi∂xν
∂L
∂ (∂ µqi)
, (2.77)
com ∂ν(T νµ ) = 0, onde, em nosso caso, os qi’s representam os campos. Para
um sistema uniforme, ou localmente uniforme, onde na˜o ha´ conduc¸a˜o de calor
e na˜o ha´ viscosidade, o tensor energia-momento pode tambe´m ser escrito
como (SEROT; WALECKA, 1986):
< Tµν >= (ε+P)uµuν −Pgµν , (2.78)
onde ε e´ a densidade de energia, P e´ a pressa˜o e uµ e´ a quadrivelocidade do
fluı´do. Sabendo que u2µ = 1, e que para um fluı´do em repouso u
µ = (1,0,0,0),
temos:
< T00 >= ε; (2.79)
1
3
< Tii >= P. (2.80)
Para o nosso caso:
Tµν =iΨ¯γµ∂νΨ+ iψ¯eγµ∂νψe+ iψ¯νγµ∂νψν
+
∂L
∂ (∂ µφ0)
∂φ0
∂xν
+
∂L
∂ (∂ µV0)
∂V0
∂xν
+
∂L
∂ (∂ µb0)
∂b0
∂xν
+
∂L
∂ (∂ µA0)
∂A0
∂xν
−gµν
[
−1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 −
1
2
(
κ
3
φ 30 +
λ
12
φ 40
)
+
1
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0 +
ζ
24
g4v(V0)
4
+
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+Λg
2
ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
1
2
(∇A0)2
]
, (2.81)
onde usamos as equac¸o˜es de campo 2.74, 2.75 e 2.76. Segundo Serot e Wa-
lecka (SEROT; WALECKA, 1986), na˜o e´ necessa´rio simetrizar o Tµν da
expressa˜o 2.81 para o sistema em questa˜o, pois o processo de simetrizac¸a˜o
adiciona uma divergeˆncia total ao tensor energia-momento, sendo que os ele-
mentos diagonais da matriz de uma divergeˆncia total sa˜o identicamente nulos.
Para calcular a densidade de energia e a pressa˜o, precisamos encontrar
os camposΨ, ψe e ψν usando as equac¸o˜es 2.74, 2.75 e 2.76, respectivamente.
Para resolver a equac¸a˜o de Dirac 2.74, propomos uma soluc¸a˜o de onda plana
do tipo:
ψ = ψαei
~k·~x−iε(k)t , (2.82)
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onde ψα e´ um spinor de Dirac,~k e´ o momento e ε(k) deve ser determinado.
Agora, por simplicidade, ψ = ψp ou ψ = ψn. Lembramos que estamos utili-
zando a condic¸a˜o de que na aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi o sistema e´ uni-
forme localmente, sendo va´lida a proposta acima. Substituindo a expressa˜o
acima na equac¸a˜o 2.74, onde agora t3 denotara´ a terceira componente de isos-
pin dos nucleons, ou seja, t3 = +1 para pro´tons e t3 = −1 para neˆutrons,
obtemos:[
γ0ε(k)−~γ ·~k−M∗−gvγ0V0− 12gρ t3γ
0b0− e1+ t32 γ
0A0
]
ψα = 0. (2.83)
Lembramos que M∗ ≡ M− gsφ0 e´ a massa efetiva. Multiplicamos a
equac¸a˜o acima por γ0, elevamos ao quadrado e apo´s um rearranjo dos termos,
obtemos:
ε±(k) = gvV0+
1
2
gρ t3b0+ e
1+ t3
2
A0±E∗, (2.84)
onde
E∗ =
√
~k2+M∗2. (2.85)
A soluc¸a˜o geral e´ a superposic¸a˜o das func¸o˜es de ondas planas em todos
os momentos~k e em todos os spins λ . Assim, o campo dos nucleons, apo´s
quantizac¸a˜o, pode ser escrito na forma:
ψ(~x, t) =
1√
V ∑~k,λ
{
A~k,λU(
~k,λ )ei~k·~x−iε
+(k)t
+B†~k,λV (
~k,λ )e−i~k·~x−iε
−(k)t
}
, (2.86)
onde 1/
√
V e´ a normalizac¸a˜o de ψ(~x, t). O spinor U(~k,λ ) satisfaz a equac¸a˜o
de Dirac para~k e ε+(k), e o spinor V (~k,λ ) satisfaz a equac¸a˜o de Dirac para
−~k e ε−(k). Os operadores de criac¸a˜o (aniquilac¸a˜o) de partı´culas (A) e anti-
partı´culas (B) satisfazem as regras de anticomutac¸a˜o usuais:
{A~k,λ ,A†~k′,λ ′}= δ~k,~k′δλ ,λ ′ = {B~k,λ ,B
†
~k′,λ ′
}; (2.87)
{A~k,λ ,B~k′,λ ′}= {A†~k,λ ,B
†
~k′,λ ′
}= 0; (2.88)
{A†~k,λ ,B~k′,λ ′}= {A~k,λ ,B
†
~k′,λ ′
}= 0. (2.89)
Podemos ainda obter, a partir da equac¸a˜o de Dirac, os seguintes resul-
tados para os spinores:
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M∗U†(~k,λ )U(~k,λ ) = E∗U¯(~k,λ )U(~k,λ ); (2.90)
M∗V †(~k,λ )V (~k,λ ) =−E∗V¯ (~k,λ )V (~k,λ ). (2.91)
Para encontrar os campos ψe e ψν seguimos um procedimento
ana´logo. Para os ele´trons temos:
ψe(~x, t) =
1√
V ∑~k,λ
{
Ae~k,λU
e(~k,λ )ei~k·~x−iε
+
e (k)t
+Be†~k,λV
e(~k,λ )e−i~k·~x−iε
−
e (k)t
}
; (2.92)
ε±e (k) =−eA0±
√
k2+m2e . (2.93)
onde o spinor Ue(~k,λ ) satisfaz a equac¸a˜o de Dirac para~k e ε+e (k), e o spinor
V e(~k,λ ) satisfaz a equac¸a˜o de Dirac para −~k e ε−e (k).
Para os neutrinos a soluc¸a˜o geral e´ a superposic¸a˜o das func¸o˜es de onda
planas em todos os momentos~k, e como temos apenas neutrinos de quirali-
dade bem definida, na˜o e´ necessa´rio somar em todos os spins, uma vez que ja´
estamos somando no momento. Desta forma:
ψν(~x, t) =
1√
V ∑~k
{
Al~kU(
~k)ei~k·~x−iε
+
l (k)t +Bl†~k V (
~k)e−i~k·~x−iε
−
l (k)t
}
;
ε±l (k) =±
√
k2 =±k. (2.94)
Podemos agora calcular a densidade de energia e a pressa˜o do sistema.
A densidade de energia e´ dada pela expressa˜o 2.79:
ε = T00 =iΨ†∂0Ψ+ iψ†e ∂0ψe+ iψ
†
ν∂0ψν
−
〈[
−1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 −
1
2
(
κ
3
φ 30 +
λ
12
φ 40
)
+
1
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0 +
ζ
24
g4vV
4
0
+
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+Λg
2
ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
1
2
(∇A0)2
]〉
. (2.95)
A fim de calcular os valores esperados acima, definimos as seguintes
me´dias em termos das distribuic¸o˜es de fe´rmions a uma dada temperatura T :
ψT |A†k′λ ′Akλ |ψT = δ~k′,~kδλ ′,ληk(T ); (2.96)
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ψT |B†k′λ ′Bkλ |ψT = δ~k′,~kδλ ′,λ η¯k(T ); (2.97)
ψT |A†kλBkλ |ψT = 0; (2.98)
ψT |B†kλAkλ |ψT = 0, (2.99)
onde ηk(T ) e´ a func¸a˜o de distribuic¸a˜o das partı´culas e η¯k(T ) e´ a func¸a˜o de
distribuic¸a˜o das antipartı´culas. O mesmo vale para os ele´trons e os neutrinos.
Ale´m das relac¸o˜es acima, assumimos que os spinores sa˜o normalizados:
U†(~k,λ )U(~k,λ ) = 1 =V †(~k,λ )V (~k,λ ). (2.100)
Finalmente, no limite de um volume infinitamente grande, a transic¸a˜o
do discreto para o contı´nuo e´ feita usando a relac¸a˜o:
1
V ∑
~k,λ
→ γ
(2pi)3
ˆ
d3k. (2.101)
Com as relac¸o˜es acima podemos encontrar as densidades 2.35 e 2.36.
Voltamos agora a` expressa˜o 2.95 para calcular os valores esperados. Encon-
tramos para a densidade de energia do sistema:
ε = ∑
i=p,n
γ
(2pi)3
ˆ
d3k E∗(ηki(T )+ η¯ki(T ))
+
γ
(2pi)3
ˆ
d3k
√
k2+m2e(ηke(T )+ η¯ke(T ))
+
1
(2pi)3
ˆ
d3k k(ηkν(T )+ η¯kν(T ))
+gvV0ρB+
1
2
gρb0ρ3+ eA0(ρp−ρe)
−
[
−1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 −
1
2
(
κ
3
φ 30 +
λ
12
φ 40
)
+
1
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0
+
ζ
24
g4vV
4
0 +
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+Λg
2
ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
1
2
(∇A0)2
]
. (2.102)
Ale´m da mate´ria uniforme, estamos analisando o caso da fase pasta.
Na pasta, a mate´ria e´ dividida em ce´lulas iguais. A energia de uma ce´lula e´
dada pela integral da densidade de energia acima sobre o todo o volume da
ce´lula:
H =
ˆ
V
d3r ε. (2.103)
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Usando ∇ · ( f~v) = f (∇ ·~v)+~v ·∇ f , e o fato de que a derivada do campo vai a
zero na superfı´cie da ce´lula, temos:
ˆ
V
∇ · (φ0∇φ0) d3r =
‹
∂V
(φ0∇φ0) ·d~S= 0
=
ˆ
V
(φ0∇2φ0+(∇φ0)2)d3r, (2.104)
e com a ajuda da equac¸a˜o de campo 2.70:
1
2
ˆ
V
d3r (∇φ0)2 =−12
ˆ
V
d3r φ0∇2φ0
=
ˆ
V
d3r φ0
(
gs
2
ρs− ms2 φ0−
1
4
κφ 20 −
1
12
λφ 30
)
, (2.105)
de onde ˆ
V
d3r
(
1
2
(∇φ0)2+
ms
2
φ 20 +
1
6
κφ 30 +
1
24
λφ 40
)
=
ˆ
V
d3r
(
gs
2
ρsφ0− 112κφ
3
0 −
1
24
λφ 40
)
. (2.106)
Fazendo o mesmo para os outros campos, e voltando a` expressa˜o para
a energia, obtemos uma forma mais concisa para a energia da ce´lula:
H =
ˆ
V
d3r
{
∑
i
εi(~r)+
gs
2
φ0(~r)ρs(~r)− 112κφ
3
0 (~r)−
1
24
λφ 40 (~r)
+
gv
2
V0(~r)ρB(~r)+
ζ
24
g4vV
4
0 (~r)+
gρ
4
b0(~r)ρ3(~r)
+Λg2ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
e
2
A0(~r)[ρp(~r)−ρe(~r)]
}
, (2.107)
onde
εi(~r) =
γ
(2pi)3
ˆ
d3k E∗i (ηki(T )+ η¯ki(T )), i= p,n,e,ν . (2.108)
As distribuic¸o˜es sa˜o:
ηki(T ) = {exp[(Ei−µi)/KBT ]+1}−1; (2.109)
η¯ki(T ) = {exp[(E¯i− µ¯i)/KBT ]+1}−1, (2.110)
onde Ei (E¯i) e´ a energia de uma partı´cula (antipartı´cula), µi (µ¯i) e´ o potencial
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quı´mico das partı´culas (antipartı´culas) e KB e´ a constante de Boltzmann. A
energia de uma partı´cula e´ Ei = ε+i (k) e a energia de uma antipartı´cula e´
E¯i = −ε−i (k), com ε±i (k) dado pelas expresso˜es 2.84, 2.93 ou 2.94. Assim,
para os pro´tons:
Ep = E∗+gvV0(~r)+
1
2
gρb0(~r)+ eA0(~r); (2.111)
E¯p = E∗−gvV0(~r)− 12gρb0(~r)− eA0(~r); (2.112)
para os neˆutrons:
En = E∗+gvV0(~r)− 12gρb0(~r); (2.113)
E¯n = E∗−gvV0(~r)+ 12gρb0(~r); (2.114)
para os ele´trons:
Ee =
√
k2+m2e− eA0(~r); (2.115)
E¯e =
√
k2+m2e+ eA0(~r); (2.116)
e para os neutrinos:
Eν = k = E¯ν . (2.117)
Sabendo que no equilı´brio termodinaˆmico, a energia livre de Helmholtz
F para temperatura T e volume V fixos e´ mı´nima, δF = µiδNi+ µ¯iδ N¯i = 0,
e que o nu´mero total de partı´culas e´ conservado, δNi,total = δNi− δ N¯i = 0,
obtemos δF = δNi(µi+ µ¯i) = 0. Como as variac¸o˜es no nu´mero de partı´culas
δNi sa˜o arbitra´rias, reduzimos o nu´mero de paraˆmetros a serem determinados,
pois temos assim que:
µ¯i =−µi. (2.118)
A pressa˜o pode ser calculada atrave´s da expressa˜o 2.80, onde~α = γ0~γ .
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Temos:
Pˆ=
1
3
(T11+T22+T33)
=− i
3
Ψ†~α ·∇Ψ− i
3
ψ†e~α ·∇ψe−
i
3
ψ†ν~α ·∇ψν
− (∇φ0)2+(∇V0)2+(∇b0)2+(∇A0)2
+
[
−1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 −
1
2
(
κ
3
φ 30 +
λ
12
φ 40
)
+
1
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0 +
ζ
24
g4v(V0)
4
+
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+Λg
2
ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
1
2
(∇A0)2
]
. (2.119)
Usando os seguintes resultados para os spinores:
U†(~k,λ )~α ·~kU(~k,λ ) = k
2
E∗
; (2.120)
V †(~k,λ )(−~α ·~k)V (~k,λ ) =− k
2
E∗
, (2.121)
e seguindo um procedimento similar ao que foi feito na obtenc¸a˜o da densidade
de energia, obtemos:
P=
1
3 ∑i=p,n
γ
(2pi)3
ˆ
d3k
k2
E∗
(ηki(T )+ η¯ki(T ))
+
1
3
γ
(2pi)3
ˆ
d3k
k2√
k2+m2e
(ηke(T )+ η¯ke(T ))
+
1
3
1
(2pi)3
ˆ
d3kk (ηkν(T )+ η¯kν(T ))
− 3
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 −
1
2
(
κ
3
φ 30 +
λ
12
φ 40
)
+
3
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0 +
ζ
24
g4v(V0)
4
+
3
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+Λg
2
ρ b
2
0 g
2
vV
2
0 +
3
2
(∇A0)2. (2.122)
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2.2 PARAMETRIZAC¸A˜O DEPENDENTE DA DENSIDADE
Ate´ agora tratamos as constantes de acoplamento da interac¸a˜o forte
como tendo o mesmo valor para qualquer densidade barioˆnica. Tais constan-
tes sa˜o ajustadas para reproduzir propriedades da mate´ria nuclear na den-
sidade barioˆnica de saturac¸a˜o. As auto-interac¸o˜es dos me´sons σ e ω fo-
ram introduzidas para se obter um melhor acordo com outras propriedades
de interesse. No entanto, modelos sem as auto-interac¸o˜es, mas agora con-
tendo “constantes” de acoplamento que dependem explicitamente da densi-
dade barioˆnica, foram tambe´m propostos na literatura (TYPEL; WOLTER,
1999), os quais tambe´m sa˜o capazes de reproduzir tais propriedades, ale´m de
produzir um excelente acordo com dados experimentais de nu´cleos, como
energia de ligac¸a˜o e raio de carga ((FUCHS; LENSKE; WOLTER, 1995;
LENSKE; FUCHS, 1995)).
Uma vez que um de nossos objetivos aqui e´ comparar os dois tipos de
parametrizac¸o˜es na obtenc¸a˜o do LCMN, tratamos agora do caso onde as cons-
tantes de acoplamento do modelo de Walecka sa˜o dependentes da densidade
barioˆnica. A densidade Lagrangeana para o setor hadroˆnico e´ a seguinte:
L =Ψ¯
[
iγµ∂ µ −gvγµVµ − 12gργ
µ~τ ·~bµ − e1+ τ32 γ
µAµ −M∗
]
Ψ
− 1
2
m2sφ
2+
1
2
m2vVµV
µ +
1
2
m2ρ~bµ ·~bµ +
1
2
(∂µφ)(∂ µφ)
− 1
4
VµνV µν − 14
~Bµν ·~Bµν , (2.123)
onde agora gs = gs(ρˆB), gv = gv(ρˆB) e gρ = gρ(ρˆB). As equac¸o˜es de Euler-
Lagrange para os campos permanecem as mesmas que anteriormente (com
κ = λ = ζ = Λ= 0), com excec¸a˜o da equac¸a˜o de campo para Ψ¯, pois agora
gs, gv e gρ dependem de ρˆB =
√
jµ jµ , jµ = Ψ¯γµΨ. Obtemos:
[
iγµ∂ µ −gvγµVµ − 12gργ
µ~τ ·~bµ − e1+ τ32 γ
µAµ −M∗
]
Ψ
−
[
∂gv
∂ ρˆB
∂ ρˆB
∂ Ψ¯
Ψ¯γµVµ +
1
2
∂gρ
∂ ρˆB
∂ ρˆB
∂ Ψ¯
Ψ¯γµ~τ ·~bµ − ∂gs∂ ρˆB
∂ ρˆB
∂ Ψ¯
Ψ¯φ
]
Ψ= 0.
(2.124)
Substituindo ∂ ρˆB/∂ Ψ¯= γµ jµΨ/ρˆB na equac¸a˜o acima resulta:
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[
iγµ∂ µ −gvγµVµ − 12gργ
µ~τ ·~bµ − e1+ τ32 γ
µAµ −M∗
]
Ψ
− γµ jµ
ρˆB
[
∂gv
∂ ρˆB
Ψ¯γνVνΨ+
1
2
∂gρ
∂ ρˆB
Ψ¯γν~τ ·~bνΨ− ∂gs∂ ρˆB Ψ¯φΨ
]
Ψ= 0 (2.125)
ou [
γµ
(
i∂µ −Σµ
)−M∗]Ψ= 0, (2.126)
onde
Σµ = gvVµ +
gρ
2
~τ ·~bµ + e1+ τ32 Aµ +Σ
R
µ (2.127)
e ΣRµ e´ o chamado termo de rearranjo:
ΣRµ =
jµ
ρˆB
[
∂gv
∂ ρˆB
Ψ¯γνVνΨ+
1
2
∂gρ
∂ ρˆB
Ψ¯γν~τ ·~bνΨ− ∂gs∂ ρˆB Ψ¯φΨ
]
. (2.128)
Dentro da aproximac¸a˜o de campo me´dio e com a aproximac¸a˜o de
Thomas-Fermi, temos:
(−∇2+m2s )φ0 = gsρs(~r); (2.129)
(−∇2+m2v)V0 = gvρB(~r); (2.130)
(−∇2+m2ρ)b0 =
gρ
2
ρ3(~r); (2.131)
−∇2A0 = e(ρp(~r)−ρe(~r)); (2.132)[
iγµ∂ µ −me+ eγ0A0
]
ψe = 0; (2.133)
iγµ∂ µψν = 0; (2.134)[
iγµ∂ µ − γ0Σ0−M∗
]
ψ = 0, (2.135)
com
Σ0 = gvV0+gρ
t3
2
b0+ e
1+ t3
2
A0+ΣR0 (2.136)
e
ΣR0 =
∂gv
∂ρB
ρBV0+
∂gρ
∂ρB
ρ3
2
b0− ∂gs∂ρB ρsφ0. (2.137)
As soluc¸o˜es para ψe, ψν e ψ (ψ = ψp ou ψ = ψn) permanecem as
mesmas, com a excec¸a˜o de que agora:
ε±(k) = Σ0±E∗, (2.138)
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onde
E∗ =
√
~k2+M∗2. (2.139)
O tensor energia-momento passa a ser:
Tµν =iΨ¯γµ∂νΨ+ iψ¯eγµ∂νψe+ iψ¯νγµ∂νψν
+
∂L
∂ (∂ µφ0)
∂φ0
∂xν
+
∂L
∂ (∂ µV0)
∂V0
∂xν
+
∂L
∂ (∂ µb0)
∂b0
∂xν
+
∂L
∂ (∂ µA0)
∂A0
∂xν
−gµν
[
−1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 +
1
2
(∇V0)2
+
1
2
m2vV
2
0 +
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+
1
2
(∇A0)2
+
∂gv
∂ρB
ρ2BV0+
1
2
∂gρ
∂ρB
ρBρ3b0− ∂gs∂ρB ρBρsφ0
]
, (2.140)
onde usamos as equac¸o˜es de campo 2.133, 2.134 e 2.135.
Fazendo o mesmo procedimento anterior encontramos para a energia:
H =
ˆ
V
d3r
[
∑
i
εi(~r)+
gs
2
φ0(~r)ρs(~r)
+
gv
2
V0(~r)ρB(~r)+
gρ
4
b0(~r)ρ3(~r)+
e
2
A0(~r)(ρp(~r)−ρe(~r))
]
. (2.141)
A expressa˜o acima e´ ideˆntica ao caso anterior com a diferenc¸a de
que os acoplamentos sa˜o agora func¸o˜es da densidade e na˜o ha´ termos de
autointerac¸a˜o dos me´sons. As energias de uma partı´cula para os pro´tons e
neˆutrons sa˜o, no entanto, dadas agora por:
Ep =E∗+gvV0(~r)+
1
2
gρb0(~r)+ eA0(~r)
+
∂gv
∂ρB
ρBV0+
∂gρ
∂ρB
ρ3
2
b0− ∂gs∂ρB ρsφ0; (2.142)
E¯p =E∗−gvV0(~r)− 12gρb0(~r)− eA0(~r)
− ∂gv
∂ρB
ρBV0− ∂gρ∂ρB
ρ3
2
b0+
∂gs
∂ρB
ρsφ0; (2.143)
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En =E∗+gvV0(~r)− 12gρb0(~r)
+
∂gv
∂ρB
ρBV0+
∂gρ
∂ρB
ρ3
2
b0− ∂gs∂ρB ρsφ0; (2.144)
E¯n =E∗−gvV0(~r)+ 12gρb0(~r)
− ∂gv
∂ρB
ρBV0− ∂gρ∂ρB
ρ3
2
b0+
∂gs
∂ρB
ρsφ0. (2.145)
A pressa˜o por sua vez e´:
Pˆ=
1
3
(T11+T22+T33) =− i3Ψ
†~α ·∇Ψ− i
3
ψ†e~α ·∇ψe−
i
3
ψ†ν~α ·∇ψν
− (∇φ0)2+(∇V0)2+(∇b0)2+(∇A0)2
+
[
−1
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 +
1
2
(∇V0)2
+
1
2
m2vV
2
0 +
1
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0+
1
2
(∇A0)2
+
∂gv
∂ρB
ρ2BV0+
1
2
∂gρ
∂ρB
ρBρ3b0− ∂gs∂ρB ρBρsφ0
]
. (2.146)
Apo´s alguns ca´lculos temos:
P=
1
3 ∑i=p,n
γ
(2pi)3
ˆ
d3k
k2
E∗
(ηki(T )+ η¯ki(T ))
+
1
3
γ
(2pi)3
ˆ
d3k
k2√
k2+m2e
(ηke(T )+ η¯ke(T ))
+
1
3
1
(2pi)3
ˆ
d3k(k)(ηkν(T )+ η¯kν(T ))
− 3
2
(∇φ0)2− 12m
2
sφ
2
0 +
3
2
(∇V0)2+
1
2
m2vV
2
0 +
3
2
(∇b0)2+
1
2
m2ρb
2
0
+
3
2
(∇A0)2+
∂gv
∂ρB
ρ2BV0+
1
2
∂gρ
∂ρB
ρBρ3b0− ∂gs∂ρB ρBρsφ0. (2.147)
As densidades sa˜o as mesmas dadas pelas expresso˜es 2.35 e 2.36 e
as func¸o˜es de distribuic¸a˜o das partı´culas e antipartı´culas sa˜o dadas pelas ex-
presso˜es 2.110 com a equac¸a˜o 2.118 va´lida.
Poderı´amos ainda considerar uma dependeˆncia das massas dos me´sons
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com a densidade, mas consideramos aqui as massas constantes. A dependeˆn-
cia dos paraˆmetros com a densidade segue aqui como em (TYPEL; WOLTER,
1999), ou seja, para os me´sons σ e ω sa˜o calculadas atrave´s de:
gi(ρB) = gi(ρ0) fi(x), i= σ ,ω, (2.148)
onde
fi(x) = ai
1+bi(x+di)2
1+ ci(x+di)2
, x=
ρB
ρ0
, (2.149)
e ρ0 e´ a densidade de saturac¸a˜o da mate´ria nuclear. Obviamente devemos
ter fi(1) = 1. Portanto, as oito quantidades ai, bi, ci e di na˜o sa˜o indepen-
dentes. Para diminuir ainda mais o nu´mero de paraˆmetros livres e´ exigido
que f
′′
s (1) = f
′′
v (1) e f
′′
i (0) = 0. A u´ltima condic¸a˜o garante que os termos
de rearranjo permanec¸am finitos para densidade barioˆnica zero e que eles
na˜o divirjam, como em outras parametrizac¸o˜es. Desta forma, temos ape-
nas treˆs paraˆmetros livres. Ca´lculos de Dirac-Brueckner para mate´ria nu-
clear assime´trica (FUCHS; LENSKE; WOLTER, 1995) indicam uma forte
dependeˆncia na densidade do acoplamento do me´son ρ , a qual se torna muito
pequena em altas densidades. A constante de acoplamento do me´son ρ e´
enta˜o parametrizada por:
gρ(ρB) = gρ(ρ0)exp[−aρ(x−1)], (2.150)
com apenas um paraˆmetro adicional, aρ .
2.3 FASE PASTA
Aqui descrevemos brevemente as caracterı´sticas e equac¸o˜es que uti-
lizamos para descrever a fase pasta (AVANCINI et al., 2008, 2009, 2010).
Para densidades barioˆnica entre (0.01− 0.1)fm−3, ou seja, abaixo da densi-
dade de saturac¸a˜o da mate´ria nuclear, ρ0 ≈ 0.15fm−3, espera-se que os nu-
cleons se agrupem em nu´cleos, a fim de reduzir a energia do sistema. Os
nu´cleos atoˆmicos sa˜o aproximadamente esfe´ricos, no entanto, para mate´ria
estelar com as densidades citadas anteriormente, outras formas podem ser
mais convenientes, dependendo da densidade barioˆnica e da parametrizac¸a˜o
da densidade Lagrangeana.
Assume-se que os nu´cleos formem uma estrutura cristalina. Tipos de
redes cristalinas com os maiores fatores de empacotamento sa˜o boas can-
didatas para o agrupamento dos nu´cleos. As formas dos nu´cleos podem
ser: gotas, cilindros, placas, tubos e bolhas. As gotas (semelhantes aos
nu´cleos atoˆmicos) e bolhas possuem simetria esfe´rica, necessitando de uma
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descric¸a˜o em 3 dimenso˜es (3D). Os cilindros e tubos possuem simetria em
relac¸a˜o a rotac¸o˜es em torno do eixo z, necessitando de uma descric¸a˜o em 2
dimenso˜es (2D). Por fim, as placas sa˜o descritas em 1 dimensa˜o (1D). Usa-
mos a aproximac¸a˜o de ce´lulas de Wigner-Seitz para calcular a pasta. Para o
caso de gotas e bolhas, a ce´lula de Wigner-Seitz da rede e´ substituı´da (apro-
ximada) por uma esfera, para cilindros e tubos a ce´lula e´ um cilindro e para
placas a ce´lula e´ uma placa. No caso de gotas e bolhas, o volume e os limites
da ce´lula ficam completamente determinados a partir do seu raio. No entanto,
este na˜o e´ o caso para as outras formas. Logo, para limitar a ce´lula, escolhe-
mos as alturas dos cilindros e tubos iguais ao respectivo raio, e para as placas,
tomamos a altura e a profundidade iguais a` largura.
Vamos estudar como resolvemos as equac¸o˜es de campo mesoˆnicas
2.70-2.72 ou 2.129-2.131. Expandimos os campos mesoˆnicos na base do
oscilador harmoˆnico na dimensa˜o desejada e, por razo˜es de simetria, usamos
apenas as autofunc¸o˜es do oscilador harmoˆnico com momento angular l = 0.
Em 3D, as autofunc¸o˜es sa˜o (na˜o confundir ψn(~r) com os spinores de
Dirac):
ψn(~r) =Φn(r)Y00(Ω), (2.151)
Φn(r) =
21/2Γ(n)1/2
b3/2B Γ
(
n+ 12
)1/2 L 1/2n−1( r2b2B
)
exp
(
− r
2
2b2B
)
, n= 1,2 . . . , (2.152)
com a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o
ˆ ∞
0
dr r2 Φn(r)Φn′(r) = δnn′ , (2.153)
satisfeita. L mn (x) sa˜o os polinoˆmios associados de Laguerre, Y00(Ω) e´ o har-
moˆnico esfe´rico, Γ(n) e´ a func¸a˜o gamma, e bB e´ o comprimento do oscilador.
Em 2D, sendo (r,φ) as coordenadas cilı´ndricas,
ψn(~r) =Φn(r)
1√
2pi
, (2.154)
Φn(r) =
21/2
bB
L 0n−1
(
r2
b2B
)
exp
(
− r
2
2b2B
)
, n= 1,2 . . . , (2.155)
satisfazendo a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o
ˆ ∞
0
dr r Φn(r)Φn′(r) = δnn′ . (2.156)
A base do oscilador 1D e´ dada pelos estados ψn(~r) = Φn(r), com co-
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ordenadas cartesianas (z=r). Vamos sempre assumir que temos simetria em
relac¸a˜o a` origem na direc¸a˜o z, isto e´, levamos em conta apenas os estados de
base pares. Temos, onde os Hn’s sa˜o os polinoˆmios de Hermite:
Φn(r) =
1
b1/2B
1
(pi1/22nn!)1/2
Hn
( r
b
)
exp
(
− r
2
2b2B
)
, n= 0,2,4 . . . , (2.157)
satisfazendo a condic¸a˜o de normalizac¸a˜o
ˆ ∞
−∞
dr Φn(r)Φn′(r) = δnn′ . (2.158)
Por convenieˆncia vamos usar a expressa˜o
L
−1/2
n (x) =
(−1)n
22nn!
H2n(
√
x), (2.159)
para reescrever a base 1D (par) como:
Φn(r) =
1
b1/2B pi1/4
(−2)(n−1)(n−1)!√
(2n−2)!
·L −1/2n−1
(
r2
b2B
)
exp
(
− r
2
2b2B
)
, n= 1,2 . . . . (2.160)
As equac¸o˜es de campo 2.70-2.72 ou 2.129-2.131, podem ser reescritas
como: (
− d
2
dr2
− 2
r
d
dr
+m2ξ
)
ξ = sξ (3D); (2.161)(
− d
2
dr2
− 1
r
d
dr
+m2ξ
)
ξ = sξ (2D); (2.162)(
− d
2
dr2
+m2ξ
)
ξ = sξ (1D), (2.163)
onde usamos a simetria de cada dimensa˜o. Os campos φ0(r), V0(r) e b0(r)
sa˜o representados por ξ . As fontes correspondentes, sξ , sa˜o:
sσ = gsρs(~r)− 12κφ
2(~r)− 1
6
λφ 3(~r); (2.164)
sω = gvρB(~r)− 13!ζg
4
vV
3
0 (~r)−2Λg2ρ b20 g2vV0; (2.165)
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sρ =
gρ
2
ρ3(~r)−2Λg2ρ b0 g2vV 20 (2.166)
para o modelo de Walecka na˜o linear e
sσ = gsρs(~r); sω = gvρB(~r); sρ =
gρ
2
ρ3(~r) (2.167)
para a parametrizac¸a˜o dependente da densidade.
Os campos e as fontes sa˜o expandidos como:
ξ (r) =
NB
∑
i=1
ai Φi(r); (2.168)
sξ (r) =
NB
∑
i=1
bi Φi(r), (2.169)
onde NB e´ o nu´mero de vetores da base usados na expansa˜o.
Podemos mostrar que, em 3D:〈
Φn|−∇2+m2ξ |Φn′
〉
=
〈
Φn
∣∣∣∣− d2dr2 − 2r ddr +m2ξ
∣∣∣∣Φn′〉
=
[
1
b2B
(
2(n−1)+ 3
2
)
+m2ξ
]
δnn′
+
1
b2B
√
n′
(
n′+
1
2
)
δn n′+1
+
1
b2B
√
n
(
n+
1
2
)
δn+1 n′ ; (2.170)
em 2D: 〈
Φn|−∇2+m2ξ |Φn′
〉
=
〈
Φn
∣∣∣∣− d2dr2 − 1r ddr +m2ξ
∣∣∣∣Φn′〉
=
[
2n−1
b2B
+m2ξ
]
δnn′
+
(n−1)
b2B
δn n′+1
+
n′−1
b2B
δn+1 n′ ; (2.171)
54
e finalmente em 1D:〈
Φn|−∇2+m2ξ |Φn′
〉
=
〈
Φn
∣∣∣∣− d2dr2 +m2ξ
∣∣∣∣Φn′〉
=
[
4n−3
2b2B
+m2ξ
]
δnn′
−
√
(2n′−2)(2n′−3)
2b2B
δn+1 n′
−
√
(2n−2)(2n−3)
2b2B
δn n′+1 . (2.172)
Substituindo as expanso˜es nas equac¸o˜es de Klein-Gordon (eqs.2.161-
2.163) e usando os resultados acima, nos resta um sistema matricial a ser
resolvido. Em particular, em 3D temos:
NB
∑
n′=1
an′
{[
1
b2B
(
2(n−1)+ 3
2
)
+m2ξ
]
δnn′ +
1
b2B
√
n′
(
n′+
1
2
)
δn n′+1
+
1
b2B
√
n
(
n+
1
2
)
δn+1 n′
}
= bn, (2.173)
onde
bn =
ˆ ∞
0
dr r2 Φn(r)sξ (r). (2.174)
A equac¸a˜o de Klein-Gordon se transforma em uma equac¸a˜o matricial
de forma tri-diagonal que pode ser resolvida por algoritmos bem eficientes
(DEVRIES, 1994).
Para a equac¸a˜o de Poisson, equac¸o˜es 2.73 ou 2.132, vamos utilizar
diretamente as func¸o˜es de Green, de acordo com a dimensa˜o desejada, pois
neste caso a convergeˆncia e´ lenta devido ao cara´ter de longo alcance da inte-
rac¸a˜o. Definindo ρch(r′) = e(ρp(r′)−ρe(r′)) obtemos em 3D:
A0(r) =
ˆ ∞
0
dr′r′2G3D(r,r′)ρch(r′), (2.175)
onde
G3D(r,r′) =
1
r>
. (2.176)
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Em 2D:
A0(r) =
ˆ ∞
0
dr′r′G2D(r,r′)ρch(r′), (2.177)
onde
G2D(r,r′) = ln
1
r>
. (2.178)
Nas eqs. acima r> corresponde a r se r> r′ e vice-versa. Finalmente, em 1D:
A0(r) =
ˆ ∞
−∞
dr′G1D(r,r′)ρch(r′), (2.179)
onde
G1D(r,r′) =−12
∣∣r− r′∣∣ . (2.180)
Usando a simetria em relac¸a˜o ao eixo z, podemos escrever:
A0(r) =
ˆ ∞
0
dr′G¯1D(r,r′)ρch(r′), (2.181)
onde
G¯1D(r,r′) =−12 (
∣∣r+ r′∣∣+ ∣∣r− r′∣∣) =−r>. (2.182)
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3 LIVRE CAMINHO ME´DIO DOS NEUTRINOS
Vamos calcular o LCMN no sistema de duas formas diferentes. Na pri-
meira maneira, calculamos a sec¸a˜o de choque com a amplitude de transic¸a˜o
apenas para o espalhamento partı´cula-partı´cula, somando enta˜o as contribui-
c¸o˜es de todas as partı´culas do sistema. Na segunda, calculamos a sec¸a˜o de
choque com a amplitude de transic¸a˜o total, que leva em conta o espalha-
mento coerente por todo o sistema. Fazemos assim uma comparac¸a˜o dos dois
me´todos e analisamos em que situac¸o˜es cada um deles deve ser usado.
3.1 ESPALHAMENTO POR UMA PARTI´CULA
Queremos calcular o LCMN λ nos sistemas descritos anteriormente.
Para isto calculamos primeiro a sec¸a˜o de choque σ dos neutrinos com as
partı´culas dentro do volume V (volume ocupado por uma partı´cula para ma-
te´ria uniforme ou por uma ce´lula na fase pasta), sendo o livre caminho me´dio
dado por:
λ =
(σ
V
)−1
. (3.1)
A sec¸a˜o de choque diferencial para uma colisa˜o de duas partı´culas e´
(HALZEN; MARTIN, 1984):
dσ =
|M |2
F
dQ, (3.2)
onde |M |2 e´ calculado tomando a me´dia sobre os spins iniciais e a soma
sobre os spins finais do mo´dulo quadrado da amplitude de transic¸a˜o M , F e´
o fluxo inicial de partı´culas e dQ e´ o chamado espac¸o de fase das partı´culas
emergentes na colisa˜o.
Para o ca´lculo da sec¸a˜o de choque adotamos uma outra normalizac¸a˜o
para os spinores no lugar da condic¸a˜o 2.100, pore´m o resultado e´ indepen-
dente da normalizac¸a˜o. A normalizac¸a˜o adotada e´ a seguinte:
U†(~k,λ )U(~k,λ ) = 2E∗ =V †(~k′,λ ′)V (~k,λ ), (3.3)
onde E∗ =
√
k2+M∗2 para os nucleons, E∗ =
√
k2+m2e para os ele´trons e
E∗ = k para os neutrinos. Por simplicidade, na˜o escrevemos a dependeˆncia
dos campos com o raio da ce´lula~r, ficando tambe´m implı´cita a dependeˆncia
para a massa efetiva, E∗, etc.
Para um espalhamento 1 + 2 −→ 3 + 4, onde 1 e 2 sa˜o as partı´culas
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incidentes e 3 e 4 sa˜o as partı´culas emergentes apo´s a colisa˜o, e levando em
conta a normalizac¸a˜o 3.3, temos:
F = |~v1−~v2| ·2E∗1 ·2E∗2 ; (3.4)
dQ= (2pi)4δ 4(P1+P2−P3−P4) · 1−η3(T )2E∗3
d~k3
(2pi)3
1−η4(T )
2E∗4
d~k4
(2pi)3
, (3.5)
onde Pi = (Ei,~ki), Ei e´ a energia total da partı´cula, vi = |~ki|/E∗i e ηi(T ) e´ a
func¸a˜o de distribuic¸a˜o da partı´cula i. Os fatores (1−η3(T )) e (1−η4(T ))
sa˜o incluı´dos devido ao princı´pio da exclusa˜o de Pauli, que restringe os es-
tados disponı´veis para as partı´culas emergentes (REDDY; PRAKASH; LAT-
TIMER, 1998). Estes fatores influenciam fortemente a sec¸a˜o de choque, uma
vez que as partı´culas sa˜o praticamente degeneradas. Assim, as partı´culas
pro´ximas da energia de Fermi contribuem majoritariamente para a sec¸a˜o de
choque. Ale´m disso, quanto menor a energia do neutrino menos coliso˜es sa˜o
possı´veis, como poderemos ver nos resultados.
A probabilidade da partı´cula 1 colidir com todas as partı´culas dentro
do volume d~r em torno de~r e que possuam momento dentro de d~k2 em torno
de~k2 e´ obtida multiplicando dσ por:
d~r γ η2(T )
d~k2
(2pi)3
. (3.6)
A integrac¸a˜o no espac¸o e nos momentos~k2,~k3 e~k4 fornece a sec¸a˜o de choque
total. Lembramos que o γ acima e´ a multiplicidade de spin.
Os neutrinos podem interagir de diferentes maneiras, podendo colidir
com todas as partı´culas do sistema. No caso de uma colisa˜o neutrino-nucleon,
o espalhamento pode ser ela´stico, com o diagrama de Feynman dado na figura
1, onde os espalhamentos sa˜o mediados pelo bo´son fraco Z, mas ele tambe´m
pode ser absorvido por um neˆutron, produzindo um pro´ton e um ele´tron no
fim da reac¸a˜o. A figura 2 mostra o diagrama de Feynman para uma reac¸a˜o
de absorc¸a˜o de um neutrino por um neˆutron, onde essa reac¸a˜o de absorc¸a˜o e´
mediada pelo bo´son fraco W+.
Para os diagramas das figuras 1 e 2 podemos escrever uma mesma ex-
pressa˜o para |M |2 (ver apeˆndice A), pois g′/MW = g/MZ (HALZEN; MAR-
TIN, 1984):
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ν
3
ν 1
Z N
2
N 4
Figura 1 – Diagrama de Feynman para um espalhamento de um neutrino por
um nucleon.
e
ν
W+ n
p
Figura 2 – Diagrama de Feynman para uma reac¸a˜o de absorc¸a˜o de um neu-
trino por um neˆutron.
|M |2 = g
4
2M4Z
E∗1E
∗
2E
∗
3E
∗
4 · {(V +A )2(1− v2 cos(θ12))(1− v4 cos(θ34))
+(V −A )2(1− v4 cos(θ14))(1− v2 cos(θ23))
− M
∗2
E∗2E
∗
4
(V 2−A 2)(1− cos(θ13))}, (3.7)
onde cos(θi j) e´ o aˆngulo entre os momentos~ki e~k j e para um espalhamento
V = cV e A = cA enquanto que para uma absorc¸a˜o V = gV e A = gA. A
sec¸a˜o de choque e´, portanto:
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σ =2
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
(2pi)3
ˆ
d3k3
(2pi)3
ˆ
d3k4
(2pi)3
(2pi)4δ 4(P1+P2−P3−P4) 1|~v1−~v2|
·η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T )) g
4
32M4Z
· {(V +A )2(1− v2 cos(θ12))(1− v4 cos(θ34))
+(V −A )2(1− v4 cos(θ14))(1− v2 cos(θ23))
− M
∗2
E∗2E
∗
4
(V 2−A 2)(1− cos(θ13))}. (3.8)
Embora tenhamos uma mesma expressa˜o para a sec¸a˜o de choque de
absorc¸a˜o e de espalhamento neutrino-nucleon, a integrac¸a˜o na func¸a˜o delta
de Dirac e´ diferente (ver apeˆndice B). Para o caso do espalhamento, as
integrac¸o˜es nas func¸o˜es delta de Dirac fornecem:
σν ,N =
2
(2pi)5
g4
32M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3 k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
k1+E∗2 − k3
k1(1− cos(θ3))+E∗2 − k2 cos(θ23)
·
{
(cV + cA)2(1− v2 cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
E∗4
)
+(cV − cA)2
(
1− k1+ k2 cos(θ2)− k3 cos(θ3)
E∗4
)
(1− v2 cos(θ23))
− M
∗2
E∗2E
∗
4
(c2V − c2A)(1− cos(θ3))
}
, (3.9)
onde
cos(θi j) = cos(θi)cos(θ j)+ sen(θi)sen(θ j)cos(φi−φ j); (3.10)
k3 =
k1 (E∗2 − k2 cos(θ2))
k1+E∗2 − k1 cos(θ3)− k2 cos(θ23)
; (3.11)
k24 = k
2
1 + k
2
2 + k
2
3 +2(k1k2 cos(θ2)− k1k3 cos(θ3)− k2k3 cos(θ23)). (3.12)
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Para o caso de absorc¸a˜o temos:
σabs =
2
(2pi)5
g4
32M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
√
m2e+ k23(C−
√
m2e+ k23)
Ck3−F
√
m2e+ k23
·
{
(gV +gA)2(1− v2 cos(θ2))
(
1− F− k3
E∗4
)
+(gV −gA)2
(
1− k1+ k2 cos(θ2)− k3 cos(θ3)
E∗4
)
(1− v2 cos(θ23))
− M
∗2
E∗2E
∗
4
(g2V −g2A)(1− cos(θ3))
}
, (3.13)
onde
k3 = − 2F(C
2+m2e−D)
4F2−4C2
−
√
16m2eC2F2+4C2(C2+m2e−D)2−16m2eC4
4F2−4C2 ; (3.14)
D= (~k1+~k2)2+M∗2; (3.15)
C = k1+E∗2 −gρb0; (3.16)
F = k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23). (3.17)
Os diagramas de Feynman possı´veis para uma colisa˜o neutrino-ele´tron
sa˜o mostrados na figura 3, onde o primeiro diagrama corresponde a` interac¸a˜o
por corrente neutra e o segundo por corrente carregada.
Neste caso, a expressa˜o para |M |2 e´ igual a` expressa˜o 3.7, com as
seguintes mudanc¸as: M∗ → me, V = c∗V = cV + 1 e A = c∗A = cA+ 1. A
sec¸a˜o de choque total fica igual a` expressa˜o 3.9 com estas mudanc¸as.
Temos dois diagramas de Feynman possı´veis para um espalhamento
neutrino-neutrino (figura 4). Para este caso:
|M |2 = 4g
4
M4Z
k1k2k3k4(1− cos(θ12))(1− cos(θ34)). (3.18)
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ν
3
ν 1
Z e2
e 4
e4
ν 1
W+ e2
ν 3
Figura 3 – Diagramas de Feynman para uma colisa˜o neutrino-ele´tron
E a sec¸a˜o de choque e´ dada por:
σ =
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
(2pi)3
ˆ
d3k3
(2pi)3
ˆ
d3k4
(2pi)3
(2pi)4δ 4(P1+P2−P3−P4) 1|~v1−~v2|
·η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T )) g
4
4M4Z
(1− cos(θ12))(1− cos(θ34)).
(3.19)
Finalmente:
σν ,ν =
1
(2pi)5
g4
4M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3 k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
k1+ k2− k3
k1(1− cos(θ3))+ k2(1− cos(θ23))
· (1− cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
k4
)
, (3.20)
onde
k3 =
k1k2 (1− cos(θ2))
k1+ k2− k1 cos(θ3)− k2 cos(θ23) . (3.21)
Nos ca´lculos acima fizemos sempre~k1 = k1zˆ, sem perda de generalidade. A
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Figura 4 – Diagramas de Feynman para uma colisa˜o neutrino-neutrino
dependeˆncia das sec¸o˜es de choque com o meio esta´ implı´cita na dependeˆncia
com a posic¸a˜o das distribuic¸o˜es de Fermi-Dirac, atrave´s dos potenciais e da
massa efetiva.
A justificativa para levar em conta apenas diagramas de Feynman de
ordem mais baixa e´ baseada no fato de que os potenciais quı´micos ma´ximos
para os valores de densidade e temperatura consideradas aqui sa˜o da ordem
de:
µν ≈ 160MeV; µP, µN ≈ 950MeV; µe ≈ 400MeV. (3.22)
Como as partı´culas obedecem uma distribuic¸a˜o de Fermi-Dirac, a proba-
bilidade de se encontrar uma partı´cula com energia maior que o potencial
quı´mico, diminui rapidamente. Assim, na˜o temos partı´culas com o momento
muito maior que os correspondentes aos potenciais quı´micos citados acima e,
neste caso, temos que q2 = |~k1−~k3| M2W,Z , justificando a aproximac¸a˜o.
Neste ponto, vamos redefinir as constantes de acoplamento vetorial e
axial-vetorial da interac¸a˜o fraca, apresentadas no capı´tulo anterior. Isso se
deve essencialmente a dois fatores. Ao contrario da corrente eletromagne´tica,
na˜o temos uma lei de conservac¸a˜o para a corrente fraca. Tal fato e´ ex-
presso por uma mudanc¸a nas constantes do termo axial da corrente (HAL-
ZEN; MARTIN, 1984). Ale´m disso, no caso do nucleon, o qual e´ em u´ltima
ana´lise composto por quarks, a experieˆncia mostra que devemos modificar
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algumas constantes, e tambe´m mostra que para a interac¸a˜o fraca observa-
se o que chamamos de na˜o conservac¸a˜o de gerac¸a˜o dos quarks, levando
a` introduc¸a˜o do fator de Cabibbo, C, (HALZEN; MARTIN, 1984; GRIF-
FITHS, 2009) no ve´rtice da interac¸a˜o mediada pelos bo´sons W±. Com isso,
temos para cada um dos casos considerados aqui (REDDY; PRAKASH; LAT-
TIMER, 1998):
neutrino - pro´ton: cV = 1/2−2sen2(θw); cA = 1,23/2;
neutrino - neˆutron: cV =−1/2; cA =−1,23/2;
neutrino - ele´tron: cV =−1/2+2sen2(θw); cA =−1/2;
neutrino - neutrino: cV = 1/2; cA = 1/2;
absorc¸a˜o (neutrino - neˆutron): gV =C; gA = 1,23C,
onde C = 0,973 e sen2(θw) = 0,230. Como precisamos apenas da raza˜o
g/MZ , usamos a constante de Fermi GF , tal que:
GF =
√
2
8
g2
M2Z
= 1,16637(1)×10−5GeV−2. (3.23)
Para incluir uma dependeˆncia da interac¸a˜o neutrino-nucleon em re-
lac¸a˜o a` energia do neutrino incidente devido ao fato do nucleon ser uma
partı´cula composta, multiplicamos as constantes cV (gV ) e cA (gA) acima pelo
fator de forma (MARINELLI; GRAEFF, 2014; GALSTER et al., 1971):(
1+
4,97q2
4M2
)−2
, (3.24)
sendo M a massa do nucleon livre e ~q o momento transferido, ~q = ~k1− ~k3.
Dessa forma estamos enta˜o levando em conta de alguma forma a estrutura
interna dos nucleons. A expressa˜o acima foi parametrizada para ajustar re-
sultados experimentais de espalhamento ela´stico de ele´trons por pro´tons e
deˆuterons.
3.2 ESPALHAMENTO COERENTE
O tratamento descrito na sec¸a˜o anterior e´ mais adequado para energias
do neutrino tais que seu comprimento de onda associado e´ bem menor que
65
as dimenso˜es do alvo como um todo. No caso de um nu´cleo ou de uma
ce´lula da pasta, o espalhamento por diferentes constituintes do sistema pode
ser coerente. Em outras palavras, quando o comprimento de onda da minha
ponta de prova tiver as mesmas dimenso˜es ou for maior que a distaˆncia entre
as diferentes partı´culas do alvo, a amplitude de transic¸a˜o total deve levar em
conta a contribuic¸a˜o de cada espalhamento individual, assim como sua fase
relativa. Na sec¸a˜o anterior, o ca´lculo da amplitude de transic¸a˜o foi feito para
interac¸a˜o partı´cula-partı´cula, e a sec¸a˜o de choque foi calculada a partir das
amplitudes individuais. Apo´s a determinac¸a˜o da sec¸a˜o de choque partı´cula-
partı´cula, somamos sobre os alvos (integramos em d3r e d3k2) para calcular
a sec¸a˜o de choque neutrino-ce´lula.
Segundo Freedman 1977 (FREEDMAN et al., 1977), quando um pro-
je´til e´ espalhado elasticamente por um sistema composto, a amplitude de es-
palhamento total M (~k3,~k1), onde~k1 e~k3 sa˜o os momentos do proje´til antes
e apo´s a colisa˜o, respectivamente, pode ser escrita como a soma das ampli-
tudes individuaisM j(~k3,~k1) para cada constituinte do sistema na posic¸a˜o~r j,
desde que M j(~k3,~k1) seja pequeno o suficiente para se desprezar mu´ltiplo
espalhamento, o que e´ bem satisfeito para neutrinos. Assim:
M (~k3,~k1) =∑
j
M j(~k3,~k1)ei(
~k3−~k1)·~r j , (3.25)
onde o fator de fase leva em conta a fase relativa do espalhamento da onda
em~r j.
Para analisar a importaˆncia do espalhamento coerente no ca´lculo da
sec¸a˜o de choque dos neutrinos no sistema, vamos fazer algumas simplifica-
c¸o˜es. Vamos analisar apenas as coliso˜es de corrente neutra (apenas as coliso˜es
mediadas pelo bo´son fraco Z) com os neˆutrons. Por simplicidade tambe´m,
vamos considerar os neˆutrons muito massivos, considerando que estes na˜o
sofrem alterac¸a˜o de momento linear ao sofrerem uma colisa˜o dos neutrinos.
Isto e´ va´lido, pois para as condic¸o˜es consideradas aqui, temos que os neu-
trinos possuem energias bem menores que a massa dos neˆutrons. Assim, a
energia do neutrino antes e apo´s a colisa˜o sera´ a mesma. O momento trans-
ferido e´, portanto, q= |~k3−~k1|= 2k1 sen(θ/2), onde θ e´ o aˆngulo entre~k1 e
~k3.
Como veremos mais adiante, a densidade barioˆnica ma´xima na pasta
e´ da ordem de ρB ≈ 0,12fm−3. Para essas densidades, o “raio” do nucleon e´
aproximadamente:
R=
(
3
4piρB
) 1
3
≈ 1,26 fm, (3.26)
e a distaˆncia entre dois nucleons e´ 2R. Quando 2Rq 1, efeitos de coereˆncia
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deixam de ser importantes (FREEDMAN et al., 1977). Logo, quando a ener-
gia do neutrino e´ tal que q≈ 12R , esperamos diferenc¸as importantes no LCMN
entre os casos com e sem espalhamento coerente.
A amplitude de transic¸a˜o individual para um espalhamento neutrino-
neˆutron via corrente neutra e´ (ver apeˆndice A):
M j(~k3,~k1) =
g2
8M2Z
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯4γµ(cV − cAγ5)ψ2
]
, (3.27)
onde ψν1 ≡ ψν1(~k1,λ ) e´ o spinor do neutrino incidente, ψν3 ≡ ψν3(~k3,λ ) e´
o spinor do neutrino emergente, ψ2 ≡ ψ2(~k2,λ ) e´ o spinor do alvo e ψ4 ≡
ψ4(~k4,λ ) e´ o spinor do alvo apo´s a colisa˜o. Ainda dentro da aproximac¸a˜o de
neˆutrons relativamente massivos, escrevemos seus spinores como:
U1 ≡U(~k,1) =

1
0
0
0
 ; U2 ≡U(~k,2) =

0
1
0
0
 , (3.28)
onde usamos a normalizac¸a˜o U†1U1 = 1 e U
†
2U2 = 1.
Freedman 1974 (FREEDMAN, 1974), 1977 (FREEDMAN et al.,
1977), e Horowitz 2004 (HOROWITZ; PE´REZ-GARCI´A; PIEKAREWICZ,
2004) argumentam que espera-se que, como os nucleons agrupam-se em pa-
res de estados singletos de spin nos nu´cleos atoˆmicos, eles tambe´m agrupem-
se em estados singletos de spin na pasta. No limite na˜o-relativı´stico, temos
~γγ5→ ~σ . Desta forma, espera-se que a contribuic¸a˜o do termo axial-vetorial
em M j(~k3,~k1) seja fortemente reduzida nesta configurac¸a˜o. Assim, anali-
samos daqui para a frente apenas o termo vetorial em M j(~k3,~k1). Agora,
M j(~k3,~k1) na˜o depende do spin dos neˆutrons e utilizando os spinores acima,
vemos que tambe´m na˜o depende de j. Podemos tirarM j(~k3,~k1) do somato´rio
da equac¸a˜o 3.25, ficando com:
M (~k3,~k1) =M j(~k3,~k1)∑
j
ei(~k3−~k1)·~r j . (3.29)
O somato´rio na equac¸a˜o acima esta´ relacionado a` transformada de
Fourier da densidade dos neˆutrons:
ρˆn(~q) =∑
j
ei~q·~r j . (3.30)
Assim:
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|M (~k3,~k1)|2 = G2FV 2(1+ cos(θ)) |Ψ f |ρˆn(~q)|Ψi|2, (3.31)
onde ja´ desprezamos a contribuic¸a˜o do termo axial-vetorial.
A sec¸a˜o de choque total e´ a sec¸a˜o de choque partı´cula-partı´cula multi-
plicada pelo fator de estrutura esta´tico. A sec¸a˜o de choque partı´cula-partı´cula,
σ0, com o fluxo inicial e espac¸o de fase dados por:
F = 1, dQ=
d3k′
(2pi)3
(2pi)δ (k1− k3), (3.32)
e´
dσ0
dΩ
=
G2
4pi2
k21V
2(1+ cos(θ)), (3.33)
onde ja´ efetuamos a integrac¸a˜o em dk3.
A sec¸a˜o de choque diferencial por neˆutron para o espalhamento coe-
rente e´, portanto:
1
N
dσ
dΩ
=
G2
4pi2
k21V
2(1+ cos(θ))S(~q). (3.34)
O fator de estrutura esta´tico por neˆutron, S(~q), e´ dado por:
S(~q) =
1
N ∑f 6=i
|Ψ f |ρˆn(~q)|Ψi|2, (3.35)
onde a soma sobre os estados finais e´ efetuada pois queremos a probabilidade
de transic¸a˜o do estado inicial para todos os estados finais acessı´veis.
Usando a relac¸a˜o de completeza ∑ jΨ jΨ j = 1, temos:
S(~q) =
1
N
(
Ψi|ρˆ†n (~q)(1−|ΨiΨi|)ρˆn(~q)|Ψi
)
=
1
N
(
Ψi|ρˆ†n (~q)ρˆn(~q)|Ψi−|Ψi|ρˆn(~q)|Ψi|2
)
. (3.36)
O u´ltimo termo e´ o fator de forma ela´stico da ce´lula (nu´cleo). Usamos agora a
func¸a˜o de correlac¸a˜o neˆutron-neˆutron (HOROWITZ; PE´REZ-GARCI´A; PI-
EKAREWICZ, 2004; MCMILLAN, 1965):
g(~r) =
1
Nρ¯n ∑j 6=l
Ψi|δ (~r−~r jl)|Ψi. (3.37)
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Substituindo a expressa˜o acima em 3.36 e usando a expressa˜o 3.30, obtemos:
S(~q) = 1+ ρ¯n
ˆ
[g(~r)−1]ei~q·~r d3r, (3.38)
onde ρ¯n e´ a densidade global de neˆutrons.
A func¸a˜o de correlac¸a˜o depende apenas do mo´dulo da distaˆncia:
g(~r) = g(r). Logo:
S(~q) = 1+
4piρ¯n
q
ˆ ∞
0
r[g(r)−1]sen(qr)dr. (3.39)
A sec¸a˜o de choque de transporte e´ definida logo abaixo para levar
em conta os processos com um aˆngulo maior de espalhamento, pois nes-
tes casos a transfereˆncia de momento para o meio e´ mais eficiente (HO-
ROWITZ; PE´REZ-GARCI´A; PIEKAREWICZ, 2004; REDDY; BERTSCH;
PRAKASH, 2000):
σT =
ˆ
1
N
dσ
dΩ
(1− cos(θ))dΩ= G
2k2
6pi
S(k), (3.40)
onde ja´ usamos V = cV = 1/2 e fazendo b= 2rk (ver apeˆndice C):
S(k) = 1+
4piρ¯n
k2
ˆ ∞
0
[g(r)−1]
[
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b4
(cos(b)+bsen(b)−1)
− 6
b2
(5cos(b)+bsen(b)+1)
]
dr. (3.41)
O LCMN e´ dado por:
λ =
1
σT · ρ¯n . (3.42)
Quando ha´ neutrinos armadilhados no sistema, devemos multiplicar
a expressa˜o 3.40 por (1− η(k)), onde η(k) e´ a func¸a˜o de distribuic¸a˜o de
Fermi-Dirac dos neutrinos.
A func¸a˜o de correlac¸a˜o fornece a probabilidade de, quando se esta´
junto de um neˆutron, encontrar outro neˆutron a uma distaˆncia r. Segundo
McMillan (MCMILLAN, 1965), podemos escrever:
g(r) =
dN(r)
4pir2drNρ¯n
, (3.43)
onde dN(r) e´ o nu´mero de neˆutrons a uma distaˆncia r.
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Para calcular a func¸a˜o de correlac¸a˜o, precisamos conhecer as posic¸o˜es
dos neˆutrons. Na sec¸a˜o 2.3, dissemos que assume-se que os nu´cleos e, por-
tanto, as ce´lulas, formem redes cristalinas. Dissemos tambe´m que redes
com um fator de empacotamento alto sa˜o boas candidatas. Apo´s escolher
uma rede, podemos sortear posic¸o˜es para os neˆutrons levando em conta a
distribuic¸a˜o destes ao longo da ce´lula. Neste trabalho, a distribuic¸a˜o e´ a
densidade de neˆutrons ao longo da ce´lula de Wigner-Seitz, calculada na
aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi (AVANCINI et al., 2008, 2009, 2010). O
sistema e´ resolvido dentro de uma u´nica ce´lula e, assim, todas as ce´lulas
possuem a mesma distribuic¸a˜o. Devido a`s simetrias para cada forma de
nu´cleo considerada aqui, obtemos uma densidade radial ao longo da ce´lula.
O espac¸amento da rede e´ ajustado de acordo com a densidade global. A cada
ponto da rede corresponde uma ce´lula. Para saber o nu´mero de neˆutrons em
uma ce´lula, basta usar a densidade e o volume da mesma. Como a interac¸a˜o
entre os nucleons e´ fortemente repulsiva para pequenas distaˆncias, impomos
uma distaˆncia mı´nima de aproximac¸a˜o entre os neˆutrons. O valor escolhido e´
o raio magne´tico do neˆutron,
√
r2M = 0,862
+0,009
−0,008 fm (GROUP, 2012). Sor-
teamos, enta˜o, posic¸o˜es para os neˆutrons dentro da ce´lula, e podemos assim
calcular a func¸a˜o de correlac¸a˜o. Detalhes do ca´lculo da func¸a˜o de correlac¸a˜o
sa˜o dados no apeˆndice D.
3.3 COEFICIENTES DE DIFUSA˜O
Em uma proto-estrela de neˆutrons, e´ fundamental entender as propri-
edades de transporte dos neutrinos (HEMPEL et al., 2012; Fischer, T. et al.,
2010; PONS et al., 1999). Medidas dessas propriedades podem ser expressas
atrave´s dos coeficientes de difusa˜o, como definido em (REDDY; PRAKASH;
LATTIMER, 1998). Aqui reproduzimos as expresso˜es que definem tais quan-
tidades. Os coeficientes de difusa˜o sa˜o:
Dn =
ˆ ∞
0
dEνEnνλν(Eν)ην(Eν)(1−ην(Eν)), (3.44)
onde agora:
λ−1ν (Eν) =
1
1−ην(Eν)∑i
σi
V
, i= e,ν , p,n,abs. (3.45)
Estes representam momentos da distribuic¸a˜o em energia do livre ca-
minho me´dio dos neutrinos. No capı´tulo seguinte apresentaremos alguns re-
sultados nume´ricos para os mesmos.
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4 RESULTADOS
Neste capı´tulo apresentamos os resultados deste trabalho. Ale´m do
LCMN para o espalhamento por uma partı´cula e coerente, mostrando a
contribuic¸a˜o de cada tipo de partı´cula para o LCMN total, apresentamos
tambe´m algumas propriedades da fase pasta e da mate´ria uniforme, como
a energia livre, potenciais quı´micos, frac¸o˜es de partı´culas e densidades de
partı´culas ao longo da ce´lula.
Efeitos da temperatura, densidade barioˆnica global, energia do neu-
trino incidente e parametrizac¸a˜o usada na descric¸a˜o da mate´ria hadroˆnica so-
bre o LCMN sa˜o tambe´m apresentados.
4.1 EQUAC¸A˜O DE ESTADO
Para calcular as propriedades do sistema aqui estudado sa˜o necessa´rias
algumas condic¸o˜es iniciais. Impusemos o seguinte:
• ρp = ρe −→ neutralidade global de carga ele´trica;
• µν +µn = µp+µe −→ equilı´brio β ;
• Frac¸a˜o de le´ptons, YL = (ρe+ρν)/ρB, constante;
• temperatura constante;
• densidade barioˆnica global constante.
Consideramos ainda o caso em que os neutrinos na˜o esta˜o armadilha-
dos, quando µν = 0, e a condic¸a˜o de YL fixo na˜o e´ necessa´ria. Este u´ltimo
caso sera´ apresentado em uma sec¸a˜o separada mais adiante. Para uma dada
parametrizac¸a˜o, densidade barioˆnica, frac¸a˜o de le´ptons e temperatura, faze-
mos um procedimento auto-consistente para encontrar os campos mesoˆnicos.
Os passos do ca´lculo sa˜o os seguintes:
(a) fornecemos um raio e uma forma para a ce´lula;
(b) escolhemos uma tentativa inicial para as densidades;
(c) com as densidades calculamos as fontes atrave´s das equac¸o˜es 2.164-
2.166, sem os termos na˜o lineares, que sa˜o incluı´dos posteriormente;
(d) com as fontes, usamos a equac¸a˜o 2.174 para encontrar os coeficientes da
expansa˜o das mesmas;
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(e) com os coeficientes de expansa˜o das fontes, resolvemos a equac¸a˜o 2.173,
ou equivalente para outra dimensa˜o, para encontrar os coeficientes da
expansa˜o dos campos;
(f) para incluir os termos na˜o lineares das fontes, usamos o campo encon-
trado anteriormente e calculamos novas fontes, agora com todos os ter-
mos. Repetimos este processo ate´ as fontes e, portanto, os campos na˜o
diferirem da iterac¸a˜o anterior;
(g) o campo A0 e´ calculado atrave´s das equac¸o˜es 2.175, 2.177 ou 2.181;
(h) com os campos, usamos as equac¸o˜es 2.35 e 2.68 para obtermos os poten-
ciais quı´micos, impondo as condic¸o˜es de densidade barioˆnica global fixa,
frac¸a˜o de le´ptons constante (ou µν = 0), neutralidade global de carga e
equilı´brio β ;
(i) com os potenciais quı´micos, calculamos enta˜o novas densidades e repe-
timos o processo ate´ obtermos convergeˆncia.
Buscamos enta˜o o raio que fornece a menor energia livre de Helmholtz,
F = E − TS. Comparamos o valor de F para cada estrutura, sendo
aquela com a menor energia livre a configurac¸a˜o mais esta´vel para aquela
parametrizac¸a˜o, densidade barioˆnica, frac¸a˜o de le´ptons e temperatura. A
entropia S pode ser encontrada usando a seguinte relac¸a˜o:
E = TS − pV + ∑
i
µi Ni. (4.1)
Para iniciar o “loop” de auto-consisteˆncia, usamos como func¸o˜es ten-
tativas para as densidades do tipo gota (droplet), cilindro (rod) e placa (slab)
func¸o˜es do tipo Fermi, isto e´:
R = r0A1/3; (4.2)
ρB(r) =
ρc
1+ exp((r−R)/a) ; (4.3)
ρp(r) = ypρB(r); (4.4)
ρn(r) = (1− yp)ρB(r); (4.5)
ρs(r) = 0.95ρB(r); (4.6)
ρe(r) =
3ρp
4piR3WZ
, (4.7)
onde RWZ e´ o raio da ce´lula de Wigner-Seitz, a e ρc sa˜o constantes e ρp e´ a
densidade global de pro´tons dentro da ce´lula. No caso de estruturas do tipo
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Tabela 2 – Propriedades das parametrizac¸o˜es para mate´ria nuclear sime´trica
infinita em temperatura zero na densidade de saturac¸a˜o nuclear ρ0. EB/A e´
a energia de ligac¸a˜o por nucleon, K e´ a incompressibilidade, M∗ e´ a massa
efetiva do nucleon, asym e´ a energia de simetria e seu slope e´ L (DUCOIN et
al., 2011).
ρ0 EB/A K M∗/M asym L
(fm−3) (MeV) (MeV) (MeV) (MeV)
FSUGold 0,148 16,299 271,76 0,6 37,4 60,4
GM3 0,153 16,3 240 0,78 32,5 89,66
NL3 0,148 16,3 272 0,6 37,4 118,3
NL3ωρ (lv = 0,3) 0,148 16,3 272 0,6 31,7 55,2
TW 0,153 16,247 240 0,555 33,39 55,3
bolha (bubble) e tubo (tube), as func¸o˜es tentativas sa˜o obtidas a partir das
densidades acima pela identificac¸a˜o:
ρi(r) = ρi(|r−RWZ |), i= B, p,n,s,e. (4.8)
Va´rias parametrizac¸o˜es para a interac¸a˜o forte entre os nucleons sa˜o
usadas na literatura (DUCOIN et al., 2011). Uma parametrizac¸a˜o bastante
utilizada atualmente para o modelo de Walecka na˜o linear, e´ a parametrizac¸a˜o
devida a` Todd-Rutel e Piekarewicz (TODD-RUTEL; PIEKAREWICZ,
2005), chamada de FSUGold. A maioria dos resultados aqui apresenta-
dos utilizam esta parametrizac¸a˜o. Vamos comparar alguns resultados para
parametrizac¸o˜es diferentes, a fim de entender a importaˆncia destas no livre
caminho me´dio dos neutrinos. As parametrizac¸o˜es utilizadas para o modelo
de Walecka na˜o linear, ale´m da FSUGold, sa˜o as seguintes: GM3 (GLEN-
DENNING, 2000), NL3 (LALAZISSIS; KO¨NIG; RING, 1997) e NL3ωρ
(HOROWITZ; PIEKAREWICZ, 2001). Para o modelo dependente da den-
sidade, a parametrizac¸a˜o escolhida e´ a TW (TYPEL; WOLTER, 1999). A
tabela 2 mostra as propriedades das parametrizac¸o˜es para mate´ria nuclear
sime´trica infinita em temperatura zero na densidade de saturac¸a˜o nuclear ρ0.
A figura 5 apresenta a energia livre de Helmholtz em func¸a˜o da densi-
dade barioˆnica. Nota-se que a fase pasta (linha tracejada), para os dois casos
considerados YL = 0,4 e YL = 0,2, possui, em geral, uma energia livre menor
que a mate´ria uniforme (linha cheia), portanto, a fase pasta e´ mais esta´vel.
Para cada ρB, consideramos apenas a forma dos nu´cleos com a menor energia
livre e pode-se ver onde cada forma e´ mais esta´vel. Para densidades mais
altas, onde a energia livre para pasta e mate´ria uniforme sa˜o iguais, o ca´lculo
da pasta fornece resultados iguais ao do segundo caso, ou seja, a densidade
de partı´culas ao longo da ce´lula e´ constante. Apresentamos apenas o resul-
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Figura 5 – Energia livre de Helmholtz para T = 3 MeV, FSUGold, YL = 0,4
e YL = 0,2. Gotas (vermelho), cilindros (verde), placas (azul), tubos (rosa),
bolhas (azul claro) e mate´ria uniforme (preto).
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Figura 6 – Frac¸o˜es de partı´culas para T = 3 MeV, FSUGold, neˆutrons (ver-
melho), pro´tons e ele´trons (preto), neutrinos (azul). Pasta (linha tracejada) e
mate´ria uniforme (linha cheia). YL = 0,4 (esquerda) e YL = 0,2 (direita).
75
Tabela 3 – Densidades barioˆnicas (em fm−3) aproximadas onde acaba o inter-
valo onde a estrutura indicada e´ mais esta´vel. A partir da bolha temos mate´ria
uniforme. T = 3 MeV e YL = 0,2.
Gota Cilindro Placa Tubo Bolha
FSUGold 0,026 0,042 0,061 0,068 0,090
GM3 0,021 0,028 - 0,042 0,085
NL3 0,024 0,034 - 0,053 0,080
NL3ωρ (lv = 0.3) 0,029 0,046 0,062 0,072 0,098
TW 0,027 0,044 0,063 0,071 0,095
tado para a parametrizac¸a˜o FSUGold e temperatura T = 3 MeV. A tabela
3 apresenta as densidades de transic¸a˜o de uma estrutura para outra para as
diferentes parametrizac¸o˜es. Note que na˜o ha´ a placa para GM3 e NL3.
A figura 6 mostra as frac¸o˜es de partı´culas Yi = ρi/ρB, onde i= p, n, e
e ν . Consideramos a parametrizac¸a˜o FSUGold, T = 3 MeV, YL = 0,4 (es-
querda) e YL = 0,2 (direita). Veremos mais adiante que o fato de que na
pasta ha´ mais pro´tons e ele´trons e menos neˆutrons que na mate´ria uniforme
sera´ uma das explicac¸o˜es para a diferenc¸a entre o LCMN para os dois casos.
Como esperado, para densidades mais altas, quando a pasta se aproxima da
mate´ria uniforme, as frac¸o˜es de partı´culas tambe´m se aproximam. A frac¸a˜o
de pro´tons e a frac¸a˜o de ele´trons sa˜o iguais devido a` neutralidade de carga im-
posta. Na figura 7 pode-se ver a frac¸a˜o de pro´tons na pasta para as diferentes
parametrizac¸o˜es, o que sera´ u´til na discussa˜o do LCMN.
Os potenciais quı´micos sa˜o apresentados na figura 8 e tambe´m sera˜o
u´teis na discussa˜o do LCMN. O potencial quı´mico dos neutrinos no inter-
valo de densidades e temperaturas considerados aqui va˜o ate´ aproximada-
mente 160 MeV. Escolhemos enta˜o a energia do neutrino incidente, Eν , ate´
200 MeV nos ca´lculos do LCMN em func¸a˜o de Eν para uma dada densi-
dade barioˆnica global fixa, que e´ apresentado mais adiante. Estes resulta-
dos sa˜o para FSUGold e T = 3 MeV, mas os comportamentos para outras
parametrizac¸o˜es e baixas temperaturas, sa˜o similares.
Na figura 9 e´ apresentada a densidade de partı´culas em func¸a˜o do raio
da ce´lula. O local onde as curvas de ρe e ρν terminam correspondem ao
tamanho da ce´lula.
Quando µν = 0, na˜o temos o termo (1− η3(T )) na expressa˜o 3.5
quando tratamos de processos com um neutrino entre as partı´culas emergen-
tes, ou seja, na˜o ha´ restric¸a˜o de estados para o neutrino emergente da colisa˜o.
As condic¸o˜es iniciais para encontrar a equac¸a˜o de estado e outras proprie-
dades do sistema sa˜o as mesmas da sec¸a˜o 4.1, com a excec¸a˜o de que agora
usamos µν = 0 no lugar de YL fixo. Apresentamos esses resultados em uma
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Figura 7 – Frac¸a˜o de pro´tons na pasta para T = 3 MeV, para diferentes
parametrizac¸o˜es. YL = 0.4 (esquerda) e YL = 0.2 (direita).
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Figura 8 – Potencial quı´mico para T = 3 MeV, FSUGold, neˆutrons (verme-
lho), pro´ton (preto), ele´trons (rosa) e neutrinos (azul). Pasta (linha tracejada)
e mate´ria uniforme (linha cheia). YL = 0.4 (esquerda) e YL = 0.2 (direita).
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Figura 9 – Densidade de partı´culas radial na ce´lula para FSUGold e T =
3 MeV. Neˆutrons (vermelho), pro´ton (preto), ele´trons (rosa) e neutrinos
(azul). De cima para baixo temos: gota, cilindro, placa, tubo e bolha. YL= 0.4
(esquerda) e YL = 0.2 (direita).
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sec¸a˜o separada pois a temperatura escolhida e´ diferente. Todos os gra´ficos
aqui apresentados quando µν = 0 sa˜o para T = 1 MeV. Esse valor e´ mais
adequado para esta situac¸a˜o, fase final de resfriamento da proto-estrela de
neˆutrons.
Na figura 10 e´ apresentada a energia livre de Helmholtz, as frac¸o˜es
de partı´culas e os potenciais quı´micos. A diferenc¸a de energia livre entre a
fase pasta e a mate´ria uniforme e´ menor do que quando YL = 0,4 ou YL =
0,2. A mate´ria uniforme passa a ser mais esta´vel para ρB = 0,078 fm−3.
Nota-se tambe´m que ha´ apenas duas estruturas esta´veis: gota e tubo. Pode-se
ver tambe´m que a mate´ria e´ quase que constituı´da inteiramente por neˆutrons.
Pela figura 11, onde e´ mostrada a densidade de partı´culas ao longo da ce´lula,
observa-se que a pasta esta´ bem pro´xima de uma densidade uniforme para
ρB = 0,060 fm−3.
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Figura 10 – Energia livre de Helmholtz, frac¸o˜es de partı´culas e potenciais
quı´micos para T = 1 MeV, FSUGold e µν = 0. Pasta (linha tracejada) e
mate´ria uniforme (linha cheia).
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Figura 11 – Densidade de partı´culas radial na ce´lula para T = 1 MeV, FSU-
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4.2 LIVRE CAMINHO ME´DIO DOS NEUTRINOS
Nesta sec¸a˜o apresentamos os resultados para o LCMN, tanto para
frac¸a˜o de le´ptons fixa quanto para µν = 0, sem considerar o espalhamento
coerente, conforme a sec¸a˜o 3.1.
4.2.1 Livre caminho me´dio dos neutrinos para frac¸a˜o de le´ptons fixa
Na figura 12 e´ apresentada uma comparac¸a˜o dos nossos resultados, a
tı´tulo de verificac¸a˜o de nossos ca´lculos, com os resultados do trabalho feito
por Reddy, Prakash, e Lattimer (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998).
A parametrizac¸a˜o utilizada e´ a mesma em todos os casos, ou seja, GM1, e
pode ser encontrada na refereˆncia citada. Os resultados para o LCMN sem o
fator de forma dos nucleons da expressa˜o 3.24 tambe´m e´ mostrado. O fator
de forma causa uma diminuic¸a˜o na sec¸a˜o de choque, aumentando enta˜o o
LCMN.
A figura 13 mostra a contribuic¸a˜o de cada tipo de interac¸a˜o que o neu-
trino pode sofrer no sistema para o LCMN total (aquele obtido a partir da
soma da sec¸a˜o de choque de todas as contribuic¸o˜es) na pasta, ou seja, mostra
o LCMN levando em conta somente um tipo de interac¸a˜o, seja ela espalha-
mento do neutrino por pro´tons (λp = 1/σν ,p) ou absorc¸a˜o do neutrino por
neˆutrons (λabs = 1/σabs), e assim por diante. Pode-se observar que a prin-
cipal contribuic¸a˜o vem da reac¸a˜o de absorc¸a˜o, mas as outras interac¸o˜es na˜o
podem ser descartadas. A energia do neutrino incidente escolhida e´ Eν = µν .
Novamente, apresentamos resultados apenas para FSUGold e T = 3 MeV,
mas os comportamentos para outras parametrizac¸o˜es e baixas temperaturas,
sa˜o similares.
A sensibilidade do LCMN total para as diferentes parametrizac¸o˜es e´
mostrada na figura 14, considerando T = 3 MeV e Eν = µν , tanto para YL =
0,4 e YL = 0,2. E´ apresentado tambe´m o LCMN total na mate´ria uniforme
para FSUGold (FSUGold homo). Em densidades bem baixas, os LCMN para
as diferentes parametrizac¸o˜es na˜o diferem muito. Isto e´ esperado desde que
todas tem comportamento similar, em particular, a frac¸a˜o de pro´tons e´ quase
a mesma para todas, de acordo com a figura 7. GM3 e NL3 possuem os
menores LCMN: uma frac¸a˜o de pro´tons menor (ver a figura 7) corresponde
a uma frac¸a˜o de ele´trons menor (neutralidade de carga), o que aumenta a
frac¸a˜o de neutrinos (YL e´ fixo) e o potencial quı´mico dos neutrinos. A frac¸a˜o
de neˆutrons tambe´m aumenta. Todos estes fatores favorecem a reac¸a˜o de
absorc¸a˜o do neutrino pelo neˆutron e, consequentemente, o LCMN e´ menor.
Considerando o espalhamento de neutrinos por nucleons individuais
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Figura 12 – LCMN para mate´ria uniforme, parametrizac¸a˜o GM1, YL = 0.4,
Eν = µν e T = 5 MeV. Nosso trabalho com o fator de forma do nucleon (linha
cheia), nosso trabalho sem o fator de forma do nucleon (linha pontilhada) e
o trabalho de (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998) (linha tracejada).
A linha preta representa espalhamento neutrino-neˆutron e a linha vermelha
absorc¸a˜o.
da pasta, como feito no presente ca´lculo, observa-se que o LCMN aumenta
muito em comparac¸a˜o ao caso de mate´ria uniforme, principalmente em baixas
densidades, quando a diferenc¸a entre a frac¸a˜o de pro´tons na mate´ria uniforme
e na pasta e´ maior (ver a figura 6) e, portanto, a reac¸a˜o de absorc¸a˜o e o espa-
lhamento por neˆutrons sa˜o menos prova´veis de acontecer no u´ltimo caso. Ou-
tra raza˜o e´ que os processos sa˜o fortemente suprimidos devido aos efeitos do
Princı´pio de Exclusa˜o de Pauli no interior da ce´lula, onde o potencial quı´mico
efetivo das partı´culas νi (podemos obter νi da equac¸a˜o Ei− µi = E∗i − νi) e´
maior, enquanto que na borda da ce´lula o espac¸o e´ quase vazio. Como espe-
rado, quanto maior as densidades de pro´tons e neˆutrons, mais pro´xima fica a
pasta da mate´ria uniforme, assim o LCMN na pasta aproxima-se do LCMN na
mate´ria uniforme. Tal comportamento tambe´m pode ser observado na figura
15.
A dependeˆncia com a temperatura para o LCMN total e´ apresentada
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Figura 13 – LCMN na pasta para cada contribuic¸a˜o individual i, para T =
3 MeV, FSUGold e Eν = µν . YL = 0.4 (esquerda) e YL = 0.2 (direita).
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Figura 14 – LCMN total para T = 3 MeV, Eν = µν e va´rias parametrizac¸o˜es.
YL = 0.4 (esquerda) e YL = 0.2 (direita).
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Figura 15 – LCMN total para FSUGold, Eν = µν , T = 3 MeV (preto), T =
5 MeV (vermelho) e T = 7 MeV (azul). Pasta (linha tracejada) e mate´ria
uniforme (linha cheia). YL = 0.4 (esquerda) e YL = 0.2 (direita).
na figura 15. Consideramos a parametrizac¸a˜o FSUGold e treˆs temperaturas:
T = 3 MeV, T = 5 MeV e T = 7 MeV. A diminuic¸a˜o do LCMN total com
o aumento da temperatura e´ explicada pelo fato de que ha´ uma suavizac¸a˜o da
func¸a˜o distribuic¸a˜o de Fermi das partı´culas quanto maior a temperatura, di-
minuindo o efeito do Princı´pio de Exclusa˜o de Pauli, permitindo assim ocor-
rer um nu´mero maior de coliso˜es. A temperatura tem um forte efeito sobre
as estruturas da pasta. Embora em ca´lculos de Thomas-Fermi ainda exista
pasta para T > 10 MeV, de acordo com (PETHICK; POTEKHIN, 1998), se
flutuac¸o˜es te´rmicas sa˜o consideradas, a estrutura de ce´lulas de Wigner-Seitz
supostamente comec¸a a derreter para T > 7 MeV. Quanto maior a tempera-
tura mais suave fica a densidade de partı´culas ao longo da ce´lula, ou seja, para
temperaturas mais altas mais a pasta aproxima-se da mate´ria uniforme. Por-
tanto, quanto maior a temperatura, mais pro´ximo o LCMN na pasta torna-se
do LCMN na mate´ria uniforme.
Ate´ o momento, foi apresentado apenas o LCMN em func¸a˜o da densi-
dade barioˆnica, onde a energia do neutrino incidente era Eν = µν , tanto para
YL = 0,4 quanto para YL = 0,2. A seguir apresentamos o LCMN em func¸a˜o
da energia do neutrino incidente para uma densidade barioˆnica fixa. Na figura
16 pode-se ver o LCMN total para as diferentes parametrizac¸o˜es aqui consi-
deradas. Na parte de cima ρB = 0,02 fm−3 e na de baixo ρB = 0,05 fm−3.
Na coluna da esquerda YL = 0,4 e na coluna da direita YL = 0,2. Nota-se que,
quando ρB = 0,02 fm−3, o LCMN total para energias menores e´ menor que
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Figura 16 – LCMN total para T = 3 MeV e para va´rias parametrizac¸o˜es. Os
triaˆngulos indicam quando Eν = µν para a respectiva parametrizac¸a˜o. ρB =
0,02 fm−3 (em cima) e ρB = 0,05 fm−3 (embaixo). YL = 0.4 (esquerda) e
YL = 0.2 (direita).
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quando ρB = 0,05 fm−3. A explicac¸a˜o para isso e´ que o efeito do Princı´pio de
Exclusa˜o de Pauli e´ menor para o primeiro caso (observar os triaˆngulos que
indicam Eν = µν para a respectiva parametrizac¸a˜o) que no segundo. Quando
Eν vai aumentando, o efeito do Princı´pio de Exclusa˜o de Pauli perde forc¸a e,
como esperado, o LCMN total para ρB = 0,05 fm−3 fica menor que o LCMN
em ρB = 0,02 fm−3, pois ha´ mais partı´culas para o neutrino colidir. Os altos
valores do LCMN total para Eν menores devem-se novamente ao Princı´pio
de Exclusa˜o de Pauli, que limita os estados disponı´veis para as partı´culas
emergentes apo´s a colisa˜o, ou seja, o neutrino na˜o tem energia suficiente para
fazer com que as partı´culas emergentes atinjam um estado disponı´vel. Para
ρB = 0,05 fm−3, mais suave fica a densidade de partı´culas ao longo da ce´lula,
se aproximando da mate´ria uniforme, e a frac¸a˜o de pro´tons tambe´m e´ mais
pro´xima a` frac¸a˜o de pro´tons na mate´ria uniforme (ver a figura 6). Consequen-
temente, o LCMN na pasta se aproxima do LCMN na mate´ria uniforme.
A dependeˆncia com a temperatura para o LCMN total em func¸a˜o da
energia do neutrino incidente e´ apresentada na figura 17, para FSUGold e T =
3 MeV, T = 5 MeV e T = 7 MeV. Na parte de cima ρB = 0,02 fm−3 e na de
baixo ρB = 0,05 fm−3. Na coluna da esquerda YL = 0,4 e na coluna da direita
YL = 0,2. Pode-se ver que, como a densidade barioˆnica e´ fixa, a temperatura
na˜o interfere no LCMN total para Eν grande, o que pode ser explicado pelo
fato de que os neutrinos com energias altas sentem pouco o efeito do Princı´pio
de Exclusa˜o de Pauli, ou seja, os neutrinos possuem energia suficiente para
tornar praticamente qualquer colisa˜o possı´vel.
Espera-se que os neutrinos com energia pro´xima ao potencial quı´mico
fornec¸am a principal contribuic¸a˜o para a dispersa˜o de energia no sistema,
pois em baixas temperaturas o sistema e´ praticamente degenerado e efeitos do
Princı´pio de Exclusa˜o de Pauli enfraquecem outras contribuic¸o˜es. O regime
altamente degenerado e´ esperado para µi/T  1, e esta condic¸a˜o e´ essenci-
almente verdadeira para temperaturas abaixo da temperatura de derretimento
da pasta.
Pode-se observar de ambas as figuras 16 e 17, que o LCMN para neu-
trinos com baixas energias sa˜o menores na pasta, e neutrinos com energias
maiores tem um LCMN maior na pasta, em comparac¸a˜o ao LCMN na mate´ria
uniforme. Isto ocorre porque para baixas energias, o Princı´pio de Exclusa˜o
de Pauli suprime a interac¸a˜o dos neutrinos com nucleons dentro da pasta e
na mate´ria uniforme, mas coliso˜es com nucleons na superfı´cie da ce´lula sa˜o
ainda possı´veis. Com o aumento da energia do neutrino, o Princı´pio de Ex-
clusa˜o perde forc¸a e o LCMN na mate´ria uniforme e´ menor, como ja´ discutido
anteriormente.
As diferenc¸as entre o LCMN na pasta e na mate´ria uniforme, podem
alterar o que e´ conhecido na literatura como “energy sphere radius RES” e
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Figura 17 – LCMN total para FSUGold, T = 3 MeV (preto), T = 5 MeV
(vermelho) e T = 7 MeV (azul). ρB= 0,02 fm−3 (em cima) e ρB= 0,05 fm−3
(embaixo). Pasta (linha tracejada) e mate´ria uniforme (linha cheia). YL = 0.4
(esquerda) e YL = 0.2 (direita).
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Figura 18 – Coeficiente de difusa˜o D2 para T = 3 MeV, FSUGold, YL = 0.4
(esquerda) e YL = 0.2 (direita). Pasta (linha tracejada) e mate´ria uniforme
(linha cheia).
“average transport neutrinosphere Rtr” (FISCHER et al., 2012; RAFFELT,
2001).
4.2.2 Coeficientes de difusa˜o
Nas figuras 18, 19 e 20, sa˜o apresentados os coeficientes de difusa˜o
dos neutrinos. Ale´m da pasta, sa˜o tambe´m apresentados os coeficientes de
difusa˜o para a mate´ria uniforme. Os resultados esta˜o de acordo com os apre-
sentados por (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998), para as densidades
apresentadas e mate´ria homogeˆnea. Para a pasta foram obtidos coeficientes de
difusa˜o maiores do que para mate´ria uniforme, uma consequeˆncia do LCMN
ser maior para o primeiro caso.
89
 0
 20
 40
 60
 0  0.5  1
D 3
 (1
06
Me
V4
 m
)
ρB (10-1fm-3)
 0  0.5  1
 0
 5
 10
 15
 20
ρB (10-1fm-3)
Figura 19 – Coeficiente de difusa˜o D3 para T = 3 MeV, FSUGold, YL = 0.4
(esquerda) e YL = 0.2 (direita). Pasta (linha tracejada) e mate´ria uniforme
(linha cheia).
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Figura 20 – Coeficiente de difusa˜o D4 para T = 3 MeV, FSUGold, YL = 0.4
(esquerda) e YL = 0.2 (direita). Pasta (linha tracejada) e mate´ria uniforme
(linha cheia).
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Figura 21 – LCMN para cada contribuic¸a˜o individual i na pasta, para T =
1 MeV, FSUGold, µν = 0 e Eν = pi T .
4.2.3 Livre caminho me´dio dos neutrinos para µν = 0
A figura 21 mostra a contribuic¸a˜o de cada tipo de interac¸a˜o que o
neutrino pode sofrer no sistema para o LCMN total. Agora, a principal
contribuic¸a˜o vem do espalhamento por corrente neutra dos neˆutrons. A ener-
gia do neutrino incidente escolhida e´ Eν = pi T , que e´ a mesma escolhida em
outros trabalhos, como em (REDDY et al., 1999; PONS et al., 1999). Como
esta energia e´ bem pequena comparada aos casos mostrados anteriormente
(YL = 0,4 e YL = 0,2), a saber, igual ao potencial quı´mico dos neutrinos, na˜o
ha´ energia suficiente para realizar as coliso˜es de corrente carregada, pois estes
processos possuem a restric¸a˜o do Princı´pio de Exclusa˜o de Pauli para as duas
partı´culas emergentes da colisa˜o, enquanto que no espalhamento por corrente
neutra dos neˆutrons tal restric¸a˜o vale para apenas uma delas. Ale´m disso, a
diferenc¸a entre os nı´veis de energia dos neˆutrons e´ bem menor que a diferenc¸a
entre os nı´veis de energia dos pro´tons e ele´trons.
O LCMN total em func¸a˜o da energia do neutrino e´ apresentado na
figura 22. Quando ρB = 0,06 fm−3, como dito antes, o ca´lculo da pasta
fornece uma densidade bem pro´xima da uniforme. Assim, os LCMN’s devem
estar bem pro´ximos, como pode-se ver de ambas as figuras 21 e 22.
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Figura 22 – LCMN total para T = 1 MeV, FSUGold e µν = 0. Pasta (linha
tracejada) e mate´ria uniforme (linha cheia). ρB = 0,02 fm−3 (esquerda) e
ρB = 0,06 fm−3 (direita).
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4.3 ESPALHAMENTO COERENTE
Nesta sec¸a˜o apresentamos os resultados para o LCMN, tanto para
frac¸a˜o de le´ptons fixa quanto para µν = 0, considerando o espalhamento co-
erente, conforme a sec¸a˜o 3.2.
4.3.1 Espalhamento coerente para YL = 0,4
Como foi dito na sec¸a˜o 3.2, dependendo do comprimento de onda do
neutrino, o espalhamento pode ser coerente. Para comprimentos de onda mai-
ores, o espalhamento pode ser coerente ate´ mesmo por mais de uma ce´lula de
Wigner-Seitz. Todos os resultados apresentados nesta sub-sec¸a˜o para o espa-
lhamento coerente sa˜o para densidade barioˆnica global ρB = 0,02 fm−3, que
corresponde ao caso gota, T = 3 MeV e parametrizac¸a˜o FSUGold. Lembra-
mos tambe´m que consideraremos agora apenas o espalhamento por neˆutrons.
Apresentamos resultados para duas redes diferentes: cu´bica de face centrada
(CFC) e cu´bica de corpo centrado (CCC), cujos fatores de empacotamento
sa˜o 0,74 e 0,68, respectivamente.
Para a rede CCC, a figura 23 apresenta o perfil em 2D do sorteio das
posic¸o˜es dos neˆutrons, para YL = 0,4. Lembramos que o sorteio e´ feito de
acordo com o dito no final da sec¸a˜o 3.2. Perfis laterais para outros pares de
coordenadas sa˜o similares e na˜o fornecem informac¸a˜o adicional.
A figura 24 mostra a func¸a˜o de correlac¸a˜o, g(r), obtida para o caso da
figura 23. A distaˆncia mı´nima de aproximac¸a˜o imposta entre os neˆutrons (ver
sec¸a˜o 3.2), explica porque g(r) comec¸a em zero, informando que a probabi-
lidade de encontrar um neˆutron pro´ximo a outro com uma distaˆncia menor
que 0,862 fm e´ nula. O primeiro pico tem aproximadamente a largura de
uma ce´lula, e corresponde aos neˆutrons dentro de uma mesma ce´lula. Devido
ao padra˜o bem definido da rede, a func¸a˜o de correlac¸a˜o oscila bastante, mas
como esperado tende ao valor g(r) = 1 quando r e´ grande. Devido a proble-
mas nume´ricos, explicados no apeˆndice D, obtivemos g(r) somente ate´ um
certo valor de r, que chamamos de borda.
No entanto, para calcular o LCMN e´ necessa´rio estender g(r) ale´m da
borda. Consideramos dois casos: um em que estendemos fazendo g(r) = 1, e
outro em que aproximamos g(r) perto da borda por uma func¸a˜o do tipo:
f (x) = acos(bx+ c)e−ex+1. (4.9)
Na figura 25 e´ mostrado o ajuste do u´ltimo caso. Na figura 26, pode-se ver
S(Eν) (expressa˜o 3.41) para ambos os casos.
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Figura 23 – Perfil lateral das posic¸o˜es dos neˆutrons para a rede CCC, FSU-
Gold, YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e T = 3 MeV.
94
 0
 1
 2
 3
 4
 5
 0  20  40  60  80  100  120  140  160  180
g(
r)
r (fm)
Figura 24 – Func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CCC, FSUGold, YL = 0.4, ρB =
0,02 fm−3 e T = 3 MeV.
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Figura 25 – Ajuste da func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CCC, FSUGold,
YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e T = 3 MeV. Dados (preto tracejado) e ajuste
(vermelho).
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Figura 26 – S(Eν) para a rede CCC, FSUGold, YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e
T = 3 MeV. g(r) = 1 ale´m da borda (preto tracejado) e ajuste (vermelho).
Para energias do neutrino bem baixas, Eν < 7MeV, quando o com-
primento de onda do neutrino e´ grande comparado ao tamanho da ce´lula de
Wigner-Seitz, vemos que os valores de S(Eν) na˜o sa˜o bem comportados. Au-
mentando um pouco a energia, nota-se que quando estendemos g(r) com a
ajuda da func¸a˜o, a curva fica mais suave do que quando usamos g(r) = 1.
Mesmo assim, quando Eν ≈ 17−25MeV, S(Eν) tem valores negativos, o que
teoricamente na˜o e´ correto, pois o LCMN seria negativo. Para Eν > 30MeV,
as duas curvas concordam entre si. Evidentemente, e´ necessa´rio estender o
ca´lculo numericamente para obter g(r) ale´m da borda mostrada na figura 24,
para evitar as dificuldades quando a energia e´ baixa. Em contrapartida, os va-
lores obtidos para S(Eν) sa˜o confia´veis para energias maiores do que 30MeV.
Podemos agora comparar va´rios casos para o LCMN aqui considera-
dos. Na figura 27 temos o LCMN de transporte (com o fator (1− cos(θ)))
levando em conta somente o espalhamento de corrente neutra por neˆutrons.
Quando a energia e´ menor que o potencial quı´mico dos neutrinos µν =
88,791 MeV, o LCMN cresce rapidamente com a diminuic¸a˜o de Eν , devido
principalmente ao Princı´pio de Exclusa˜o de Pauli. Para a faixa de energia
do neutrino apresentada, pode-se notar que S(Eν) na˜o difere entre os casos
com g(r) = 1 ale´m da borda (azul tracejado) e com o ajuste (vermelho), e,
portanto, os LCMN’s de transporte sa˜o iguais. Em preto, temos S(Eν) = 1,
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Figura 27 – LCMN de transporte para a rede CCC, FSUGold, YL = 0.4, ρB =
0,02 fm−3 e T = 3 MeV. g(r) = 1 ale´m da borda (azul tracejado), ajuste
(vermelho), S(Eν) = 1 (preto), espalhamento por uma partı´cula sem fator de
forma do nucleon (verde) e espalhamento por uma partı´cula com fator de
forma do nucleon (rosa).
que corresponde ao caso de espalhamentos individuais em uma densidade
constante de neˆutrons ρ¯n. Como esperado, quanto maior a energia dos neu-
trinos, menos importante e´ o efeito coerente, e estas curvas se aproximam.
Temos ainda o caso de espalhamento por uma partı´cula (expressa˜o 3.9 com
o fator (1− cos(θ))) sem fator de forma do nucleon (ver expressa˜o 3.24)
em verde e espalhamento por uma partı´cula com fator de forma do nucleon
em rosa. Como o fator de forma do nucleon diminui a sec¸a˜o de choque, o
LCMN e´ maior. Ha´ uma maior restric¸a˜o nos estados finais disponı´veis para os
neˆutrons no centro do nu´cleo apo´s a colisa˜o, como discutido anteriormente.
Isto na˜o ocorre para o caso S(Eν) = 1. Assim, quando Eν esta´ pro´ximo de
µν , o LCMN de transporte para S(Eν) = 1 e´ menor do que os casos das
linhas verde e rosa, pois, nestes u´ltimos casos, o neutrino na˜o tem energia
suficiente para tornar va´rios espalhamentos possı´veis. Quando a energia
aumenta, o Princı´pio de Pauli fica menos efetivo e como os u´ltimos casos
levam em conta tambe´m espalhamentos que mudam a energia das partı´culas,
possibilitando mais coliso˜es, o LCMN de transporte para S(Eν) = 1 e´ maior.
Para a rede CFC, a figura 28 apresenta o perfil em 2D do sorteio dos
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Figura 28 – Perfil lateral da posic¸a˜o dos neˆutrons para a rede CFC, FSUGold,
YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e T = 3 MeV.
neˆutrons, para a parametrizac¸a˜o FSUGold, YL = 0,4 e T = 3 MeV. Como
antes, perfis laterais para outros pares de coordenadas sa˜o similares e na˜o
fornecem informac¸a˜o adicional. No entanto, diferente da rede CCC, o gra´fico
em 2D na˜o possibilita a visualizac¸a˜o da posic¸a˜o dos nu´cleos das faces e um
gra´fico em 3D e´ mais informativo. Na figura 29 mostramos uma parte da
rede, onde pode-se ver os nu´cleos nos centros das faces. A figura 30 mostra
a func¸a˜o de correlac¸a˜o. O comportamento de g(r) e´ parecido com o da rede
CCC. Como antes a func¸a˜o de correlac¸a˜o oscila bastante, mas como esperado
tende ao valor g(r) = 1 quando r e´ grande.
Fazemos os mesmos procedimentos para estender g(r) ale´m da borda:
g(r) = 1 e o ajuste pela func¸a˜o 4.9. Na figura 31 e´ mostrado o ajuste do u´ltimo
caso. Na figura 32, nota-se que S(Eν) possui as mesmas dificuldades para
baixas energias do neutrino. O comportamento e´ essencialmente o mesmo do
98
Figura 29 – Posic¸a˜o dos neˆutrons para a rede CFC, FSUGold, YL = 0.4, ρB =
0,02 fm−3 e T = 3 MeV.
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Figura 30 – Func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CFC, FSUGold, YL = 0.4, ρB =
0,02 fm−3 e T = 3 MeV.
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Figura 31 – Func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CFC, FSUGold, YL = 0.4, ρB =
0,02 fm−3 e T = 3 MeV. Dados (preto tracejado) e ajuste (vermelho).
obtido para o caso da rede CCC.
Na figura 33 e´ apresentado o LCMN de transporte (com o fator (1−
cos(θ))) levando em conta somente o espalhamento por neˆutrons, para a
parametrizac¸a˜o FSUGold, ρB = 0,02 fm−3, YL = 0,4 e T = 3 MeV. Os
diferentes LCMN sa˜o os mesmos do caso para a rede CCC, assim como o
comportamento.
4.3.2 Espalhamento coerente para µν = 0
A seguir temos os resultados para o caso em que na˜o ha´ neutrinos
armadilhados no sistema, ou seja, µν = 0. Neste caso, na˜o ha´ restric¸a˜o para
o neutrino apo´s a colisa˜o, e poderemos ver melhor o efeito do espalhamento
coerente quando Eν e´ pequeno.
Novamente consideramos a rede CCC. A figura 34 apresenta o perfil
em 2D do sorteio dos neˆutrons. Como no caso para YL = 0,4, perfis laterais
para outros pares de coordenadas sa˜o similares e na˜o fornecem informac¸a˜o
adicional. A figura 35 mostra a func¸a˜o de correlac¸a˜o, g(r). Como anteri-
ormente, a distaˆncia mı´nima de aproximac¸a˜o imposta entre os neˆutrons (ver
sec¸a˜o 3.2), explica porque g(r) comec¸a em zero. O primeiro pico corresponde
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Figura 32 – S(Eν) para a rede CFC, FSUGold, YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e
T = 3 MeV. g(r) = 1 ale´m da borda (preto tracejado) e ajuste (vermelho).
aos neˆutrons dentro de um mesmo nu´cleo. Diferentemente do caso com ar-
madilhamento de neutrinos, a densidade de neˆutrons ao longo da ce´lula e´
mais pro´xima da densidade uniforme, como podemos ver das figuras 34 e 11.
Logo, a func¸a˜o de correlac¸a˜o oscila menos, e tende a g(r) = 1 rapidamente.
Mesmo g(r) se aproximando rapidamente do valor constante g(r) = 1
com o aumento de r, estendendo o gra´fico com g(r) = 1 ale´m da borda ou
aproximando o final por um ajuste a uma func¸a˜o do tipo dado pela expressa˜o
4.9 (ver figura 36), causa uma diferenc¸a em S(Eν) quando Eν e´ pequeno,
como pode-se ver da figura 37. Note que na˜o ha´ valores negativos para S(Eν),
pois g(r) e´ bem aproximada por g(r) = 1 ale´m da borda.
Na figura 38 e´ apresentado o LCMN de transporte e, como antes,
levamos em conta somente o espalhamento por neˆutrons. Ale´m de alguns
dos LCMN’s mostrados nas figuras 33 e 27, adicionamos o espalhamento
por uma partı´cula (expressa˜o 3.9) sem o fator 1− cos(θ) em alaranjado.
Para Eν > 20MeV, S(Eν) na˜o difere entre os casos com g(r) = 1 ale´m da
borda (azul tracejado) e com o ajuste (vermelho), e, portanto, os LCMN’s sa˜o
iguais. Foi apresentado ate´ Eν = 100MeV, pore´m pode-se ver que o caso
com S(Eν) = 1 se aproxima mais rapidamente do caso com espalhamento
coerente do que nas figuras 27 e 33, pois o sistema esta´ mais pro´ximo da
mate´ria uniforme. Para o caso de espalhamento por uma partı´cula (expressa˜o
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Figura 33 – LCMN de transporte para a rede CFC, FSUGold, YL = 0.4, ρB =
0,02 fm−3 e T = 3 MeV. g(r) = 1 ale´m da borda (azul tracejado), ajuste
(vermelho), S(Eν) = 1 (preto), espalhamento por uma partı´cula sem fator de
forma do nucleon (verde) e espalhamento por uma partı´cula com fator de
forma do nucleon (rosa).
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Figura 34 – Perfil lateral da posic¸a˜o dos neˆutrons para a rede CCC, FSUGold,
µν = 0, ρB = 0,02 fm−3 e T = 1 MeV.
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Figura 35 – Func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CCC, FSUGold, µν = 0, ρB =
0,02 fm−3 e T = 1 MeV.
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Figura 36 – Func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CCC, FSUGold, µν = 0, ρB =
0,02 fm−3 e T = 1 MeV. Dados em preto tracejado e o ajuste em vermelho
contı´nuo.
104
 0
 20
 40
 60
 0  20  40  60  80  100
S(
E ν
)
Eν (MeV)
Figura 37 – S(Eν) para a rede CCC, FSUGold, µν = 0, ρB = 0,02 fm−3 e
T = 1 MeV. g(r) = 1 ale´m da borda (preto tracejado) e ajuste (vermelho).
3.9 com o fator (1− cos(θ))) (ver expressa˜o 3.24), como o sistema esta´ mais
pro´ximo da mate´ria uniforme, ha´ mais possibilidades para interac¸a˜o com o
ga´s de fundo do que no caso com armadilhamento de neutrinos e, portanto, o
LCMN de transporte para S(Eν) = 1 e´ maior para todo o intervalo de ener-
gia considerado. Observa-se ainda que o LCMN de transporte (com o fator
(1− cos(θ))) na˜o e´ muito diferente do LCMN sem tal fator.
A figura 39 apresenta uma comparac¸a˜o do LCMN de transporte le-
vando em conta somente os espalhamentos via corrente neutra por neˆutrons
para as redes CFC e CCC. Usamos FSUGold, YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e
T = 3 MeV. A func¸a˜o de correlac¸a˜o foi extendida usando o ajuste. Para
energias do neutrino mais baixas que as apresentadas, o LCMN cresce muito,
como ja´ foi explicado antes. Ja´ a figura 40 apresenta o LCMN para µν = 0
e T = 1 MeV, com as outras condic¸o˜es iguais. Desta vez, a func¸a˜o de
correlac¸a˜o foi extendida fazendo g(r) = 1, pois a func¸a˜o usada para fazer
o ajuste para a rede CCC na˜o e´ adequada para a rede CFC, como podemos
ver da figura 41. Em ambos os gra´ficos, para energias altas, quando o com-
primento de onda do neutrino e´ menor do que o tamanho do nu´cleo, o espa-
lhamento e´ coerente por apenas uma ou parte de uma ce´lula. Como o ca´lculo
da pasta na˜o depende do tipo de rede, a densidade de ce´lulas e´ a mesma para
as duas redes, pois a densidade global e´ a mesma. Assim, espera-se que o
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Figura 38 – LCMN de transporte para a rede CCC, FSUGold, µν = 0,
ρB = 0,02 fm−3 e T = 1 MeV. g(r) = 1 ale´m da borda (azul tracejado),
ajuste (vermelho), S(Eν) = 1 (preto), espalhamento por uma partı´cula (rosa)
e espalhamento por uma partı´cula sem o fator (1− cos(θ)) (alaranjado).
resultado seja independente da rede, como obtido. Para µν = 0 podemos ver
um possı´vel efeito da escolha da rede para energias baixas, pore´m, devido a`s
dificuldades ja´ discutidas anteriormente, uma ana´lise mais aprofundada deve
ser feita no futuro.
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Figura 39 – LCMN de transporte para FSUGold, YL = 0.4, ρB = 0,02 fm−3 e
T = 3 MeV. CFC (azul tracejado) e CCC (vermelho).
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Figura 40 – LCMN de transporte para FSUGold, µν = 0, ρB = 0,02 fm−3 e
T = 1 MeV. CFC (azul tracejado) e CCC (vermelho).
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Figura 41 – Func¸a˜o de correlac¸a˜o para a rede CFC, FSUGold, µν = 0, ρB =
0,02 fm−3 e T = 1 MeV. Dados (preto tracejado) e ajuste (vermelho).
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5 CONCLUSO˜ES E PERSPECTIVAS FUTURAS
Neste trabalho, discutimos o efeito de um sistema conhecido como
fase pasta, situac¸a˜o que ocorre em algumas regio˜es de uma estrela de neˆutrons
e numa Supernova antes do colapso, sobre o livre caminho me´dio de neu-
trinos neste meio. O formalismo utilizado na obtenc¸a˜o do LCMN, pode
facilmente ser reduzido para o caso de mate´ria nuclear infinita, uniforme e
esta´tica. Discutimos tambe´m a condic¸a˜o para saber qual a estrutura de pasta
e´ mais esta´vel, a saber, qual estrutura tem a menor energia livre de Helmholtz.
Tratamos o sistema, formado por nucleons, ele´trons e neutrinos, a partir de
um modelo relativı´stico, onde a interac¸a˜o forte entre os nucleons foi des-
crita pelo Modelo de Walecka em duas de suas verso˜es: uma em que inclui-
se a autointerac¸a˜o entre os me´sons explicitamente na densidade Lagrange-
ana e outro em que as constantes de acoplamento sa˜o func¸o˜es da densidade
barioˆnica. A fase pasta foi obtida usando a aproximac¸a˜o de Thomas-Fermi
(AVANCINI et al., 2008, 2010). A interac¸a˜o fraca foi explicitamente incluı´da
na densidade Lagrangeana total, pore´m seu efeito na equac¸a˜o de estado e´
totalmente desprezı´vel, ao menos para as energias e temperaturas aqui con-
sideradas. A soluc¸a˜o para o modelo admite sempre a densidade barioˆnica e
a temperatura como constantes fixas, ale´m de neutralidade global de carga,
equilı´brio β e frac¸a˜o de le´ptons constante ou µν = 0, casos que imagina-se
encontrar em uma proto-estrela de neˆutrons (PONS et al., 1999).
O me´todo de obtenc¸a˜o da sec¸a˜o de choque total dos neutrinos com as
partı´culas que formam o sistema baseia-se nas regras de Feynman usuais, in-
cluindo os efeitos do Princı´pio da Exclusa˜o de Pauli e assumindo distribuic¸o˜es
de Fermi para cada um dos tipos de partı´cula. Essas u´ltimas ficam plenamente
determinadas pela obtenc¸a˜o da equac¸a˜o de estado. Consideramos processos
de corrente neutra e corrente carregada. No caso de espalhamentos indivi-
duais, a soluc¸a˜o exata para as sec¸o˜es de choque nos leva a uma integrac¸a˜o
mu´ltipla nos aˆngulos de espalhamento, o que foi feito via me´todo de Monte
Carlo. O objetivo final e´ a determinac¸a˜o do LCMN, o qual foi enta˜o apresen-
tado para diferentes vı´nculos, temperaturas, densidades e para os dois tipos de
parametrizac¸o˜es usadas aqui para a interac¸a˜o forte. Os resultados fornecem
um bom acordo em ordem de grandeza e comportamento com outros ca´lculos
presentes na literatura (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998; PONS et
al., 1999). A sec¸a˜o de choque de absorc¸a˜o e´ dominante para as temperatu-
ras e densidades barioˆnicas aqui tratadas (ao menos para o caso em que os
neutrinos esta˜o armadilhados na mate´ria), pore´m a sec¸a˜o de choque de espa-
lhamento na˜o pode ser desprezada.
E´ importante notar a dependeˆncia de todas as quantidades aqui estuda-
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das em relac¸a˜o a` parametrizac¸a˜o usada para descrever a interac¸a˜o forte entre
os nucleons. Em baixas densidades, ρB < 0.02fm−3, onde a pasta obtida para
diferentes parametrizac¸o˜es possui propriedades semelhantes (GRILL; PRO-
VIDEˆNCIA; AVANCINI, 2012), o LCMN tem uma pequena dependeˆncia
com a parametrizac¸a˜o. Quando a densidade aumenta, correspondendo a`s ca-
madas pro´ximas da borda superior da crosta interna da estrela, a dependeˆncia
com a parametrizac¸a˜o se torna mais importante. Para uma frac¸a˜o de pro´tons
maior, o processo de absorc¸a˜o e´ menos prova´vel de ocorrer. Consequente-
mente, parametrizac¸o˜es com frac¸a˜o de pro´tons maiores resultam em maiores
LCMN. Uma vez que a frac¸a˜o de pro´tons esta´ intimamente relacionada a` ener-
gia de simetria, esta u´ltima ira´ gerar diferenc¸as na˜o desprezı´veis no LCMN.
Por outro lado, temos tambe´m uma diferenc¸a importante dos resulta-
dos ao incluir o fator de forma do nucleon nos ca´lculos, ou seja, nos parece
importante levar em conta a dependeˆncia da interac¸a˜o neutrino-nucleon, em
relac¸a˜o a` energia do neutrino incidente, devido ao fato do nucleon ser uma
partı´cula composta. Em relac¸a˜o a` temperatura, ha´ uma grande dependeˆncia
do LCMN, como esperado. Ale´m disso, as diferenc¸as entre o LCMN entre
a pasta e a mate´ria homogeˆnea tambe´m diminui com a temperatura (como
tambe´m esperado), embora continuem a ser bastante significativas na regia˜o
de temperaturas em que se acredita que a pasta exista.
Ale´m do efeito da frac¸a˜o de pro´tons maior da fase pasta, efeitos do
Princı´pio da Exclusa˜o de Pauli tambe´m aumentam o LCMN em relac¸a˜o a`
mate´ria uniforme. De fato, os espalhamentos sa˜o fortemente suprimidos den-
tro do cluster, onde a energia de Fermi e´ maior que na mate´ria uniforme. Por
outro lado, fora dos nu´cleos ha´ poucas partı´culas para contribuir significa-
tivamente com a sec¸a˜o de choque. Nas temperaturas aqui consideradas, os
neutrinos sa˜o degenerados e o Princı´pio da Exclusa˜o de Pauli assegura que
apenas neutrinos perto da energia de Fermi se envolvem em coliso˜es. O fato
de que neutrinos degenerados na fase pasta possuem energias menores do que
na mate´ria uniforme tambe´m contribui para um maior LCMN. Quando a den-
sidade ou temperatura aumenta, originando o derretimento da pasta, ambos
os LCMN na pasta e na mate´ria uniforme se aproximam.
Foi mostrado que o LCMN e´ maior por ate´ uma ordem de magnitude
na pasta que na mate´ria uniforme na mesma densidade. Este efeito produ-
zira´ tempos de emissa˜o de neutrinos em uma simulac¸a˜o de supernova, mais
curtos. Ale´m disso, isto significa que se a pasta for levada em conta adequa-
damente no esta´gio de neutrinos armadilhados, a energia transferida para as
camadas de baixas densidades da superfı´cie da PNS e´ mais eficiente. Nossos
resultados implicam que os efeitos da fase pasta na˜o podem ser desprezados
no ca´lculo do LCMN em densidades barioˆnicas abaixo de 0.1fm−3 e tempe-
raturas abaixo de 10MeV . A parametrizac¸a˜o usada para descrever a fase pasta
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tambe´m tem influeˆncia nos resultados.
Quanto ao espalhamento coerente, apesar de algumas pequenas incer-
tezas nume´ricas encontradas no me´todo de ajuste da func¸a˜o de correlac¸a˜o,
pudemos constatar que ha´ uma diferenc¸a que pode alcanc¸ar mais de uma or-
dem de grandeza para neutrinos com baixas energias, em relac¸a˜o ao ca´lculo
do espalhamento por partı´culas individuais, diferenc¸a esta que obviamente
na˜o pode ser desprezada.
Ainda dentro deste formalismo ha´ a possibilidade de se estudar es-
truturas de pasta que exijam uma descric¸a˜o mais complexa, como fases de
nu´cleos deformados. Tais melhorias no ca´lculo do LCMN e a extensa˜o para
estruturas deformadas, podem ser usadas para calcular sec¸o˜es de choque en-
tre neutrinos e nu´cleos, visto que o modelo aqui usado para descrever a fase
pasta pode oferecer a princı´pio uma boa descric¸a˜o de nu´cleos pesados.
O nosso me´todo se mostrou eficiente na obtenc¸a˜o do LCMN no sis-
tema considerado. Com a expressa˜o obtida pode-se obter coeficientes de di-
fusa˜o dos neutrinos, como mostrado nos resultados, e outras propriedades im-
portantes no estudo da formac¸a˜o de uma estrela de neˆutrons, como o fluxo de
neutrinos emitidos e o espectro de energia dos mesmos, assim como a quan-
tidade de energia carregada pelos neutrinos para fora da estrela durante o seu
processo de resfriamento (REDDY; PRAKASH; LATTIMER, 1998; PONS
et al., 1999; YAKOVLEV et al., 2001).
Como comentado na Introduc¸a˜o, a detecc¸a˜o de neutrinos pode dar
importantes informac¸o˜es a respeito do meio com o qual o mesmo interage,
pois como sua interac¸a˜o com a mate´ria e´ relativamente fraca, eles manteˆm as
informac¸o˜es iniciais, sendo bastante sensı´veis aos detalhes do modelo usado
para reproduzir os possı´veis dados experimentais. Os resultados por no´s ob-
tidos indicam assim para a necessidade de se testar outras parametrizac¸o˜es e
modelos para o sistema aqui analisado. Em particular, uma comparac¸a˜o entre
as parametrizac¸o˜es com coeficientes dependentes da densidade e aquelas com
termos de autointerac¸a˜o na densidade Lagrangeana, em que a compressibili-
dade, energia de simetria, massa efetiva e energia total no ponto de saturac¸a˜o
produzissem valores bastante pro´ximos entre si, seria de grande interesse.
Para temperaturas acima de 3 MeV , a superfluidez da mate´ria nuclear
na˜o deve afetar significativamente a equac¸a˜o de estado. No entanto, para
T = 1 MeV , efeitos de emparelhamento na˜o devem ser desprezı´veis e mere-
cem assim serem investigados no futuro dentro do modelo de Thomas-Fermi,
investigac¸a˜o esta que ja´ esta´ em andamento.
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APEˆNDICE A -- Ca´lculo da amplitude de transic¸a˜oM
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A fim de obter a amplitude de transic¸a˜o, precisamos antes de mais
nada conhecer a interac¸a˜o entre as partı´culas. A interac¸a˜o dos neutrinos
com ele´trons ou nucleons ou ainda com outros neutrinos, e´ mediada pelos
bo´sons fracos Z e W±. As equac¸o˜es 2.55 e 2.63 mostram esta interac¸a˜o. A
interac¸a˜o responsa´vel pelo espalhamento ou absorc¸a˜o e´ a interac¸a˜o fraca, mas
os nucleons e ele´trons tambe´m esta˜o interagindo entre si e sa˜o descritos pe-
las equac¸o˜es 2.74 e 2.75 ou 2.135 e 2.133. Aqui utilizaremos a aproximac¸a˜o
de Thomas-Fermi, considerando que o sistema e´ uniforme dentro do raio de
ac¸a˜o da interac¸a˜o. Assim, para efeito do ca´lculo da amplitude de transic¸a˜o,
podemos considerar o sistema uniforme em todo o espac¸o e que as partı´culas
sa˜o descritas por ondas planas antes e depois da interac¸a˜o.
A figura 1 mostra o diagrama de Feynman para o espalhamento de um
neutrino por um nucleon. Conforme (HALZEN; MARTIN, 1984), podemos
escrever a amplitude de transic¸a˜o como
Tf i = −i g
2
M2Z
ˆ
jlµ(x) jAµ(x) d
4x (A.1)
onde as correntes fracas sa˜o
jlµ(x) =
1
2
ψ¯ν3(x)
γµ
2
(1− γ5)ψν1(x); (A.2)
jAµ(x) =
1
2
ψ¯4(x)γµ(cV − cAγ5)ψ2(x). (A.3)
Os ψi’s sa˜o func¸o˜es de onda de uma partı´cula e o ı´ndice “ν” indica que e´ a
func¸a˜o de onda de um neutrino. Com soluc¸o˜es de onda plana do tipo
ψi(x) = ψαei
~k·~x−iε(k)t , (A.4)
a integrac¸a˜o em d4x fornece o fator (2pi)4δ 4(P1 +P2−P3−P4) que aparece
na expressa˜o 3.5, onde a componente zero dos Pi’s sa˜o as energias de partı´cula
u´nica e ψα e´ o spinor de Dirac. O mesmo vale para a reac¸a˜o de absorc¸a˜o.
A amplitude de transic¸a˜oM para o diagrama da figura 1 e´
M =
g2
8M2Z
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯4γµ(cV − cAγ5)ψ2
]
(A.5)
onde ψν1 ≡ ψν1(~k1,λ ) e´ o spinor do neutrino incidente, ψν3 ≡ ψν3(~k3,λ ) e´
o spinor do neutrino emergente, ψ2 ≡ ψ2(~k2,λ ) e´ o spinor do alvo e ψ4 ≡
ψ4(~k4,λ ) e´ o spinor do alvo apo´s a colisa˜o.
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O mo´dulo quadrado da equac¸a˜o acima e´
|M |2 = g
4
64M4Z
[ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1][ψ¯ν3γβ (1− γ5)ψν1]∗
· [ψ¯4γµ(cV − cAγ5)ψ2][ψ¯4γβ (cV − cAγ5)ψ2]∗. (A.6)
Usando [ψ¯iΓψ j]∗ = [ψ¯ jγ0Γ†γ0ψi], encontramos
|M |2 = g
4
64M4Z
[ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1][ψ¯ν1γβ (1− γ5)ψν3]
· [ψ¯4γµ(cV − cAγ5)ψ2][ψ¯2γβ (cV − cAγ5)ψ4]. (A.7)
Para tomar a me´dia sobre os spins iniciais devemos somar ψν1 e ψ2
sobre os spins e multiplicar por um fator 1/2, pois o nucleon pode ter duas
orientac¸o˜es de spin, enquanto que quando definimos o momento do neutrino,
a sua orientac¸a˜o de spin fica definida. No entanto, para facilitar o ca´lculo,
efetuamos a soma sobre S1 e S3, pois o fator (1− γ5)/2 seleciona apenas os
neutrinos de ma˜o esquerda (HALZEN; MARTIN, 1984; GRIFFITHS, 2009).
Assim, somando sobre os spins finais
|M |2 = g
4
128M4Z
∑
S3
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)∑
S1
ψν1ψ¯ν1γβ (1− γ5)ψν3
]
·∑
S4
[
ψ¯4γµ(cV − cAγ5)∑
S2
ψ2ψ¯2γβ (cV − cAγ5)ψ4
]
. (A.8)
Precisamos calcular ∑S2 ψ2ψ¯2, pore´m, como dissemos antes, o nu-
cleon interage com o resto do sistema, e a soma sobre os spins ∑Sψψ¯ na˜o e´
apenas:
∑
S
ψψ¯ = γµPµ +M, (A.9)
que e´ o caso de um nucleon livre.
A equac¸a˜o de Dirac para o spinorU(~k,λ ) dos nucleons para o modelo
de Walecka na˜o-linear pode ser escrita como:[
γ0ε+(k)−~γ ·~k−M∗−gvγ0V0− 12gρτ3γ
0b0− e1+ τ32 γ
0A0
]
U(~k,λ ) = 0
(A.10)
ou
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(
E∗−M∗ −~k ·~σ
~k ·~σ −E∗−M∗
)(
ua
ub
)
= 0. (A.11)
Para a parametrizac¸a˜o dependente da densidade, a equac¸a˜o de Dirac
para U(~k,λ ) e´:[
γ0ε+(k)−~γ ·~k−M∗− γ0
(
gv+
∂gv
∂ρB
ρB
)
V0
−γ0
(
gρ +
∂gρ
∂ρB
ρB
)
τ3
2
b0+ γ0
∂gs
∂ρB
ρsφ0− e1+ τ32 γ
0A0
]
U(~k,λ ) = 0
(A.12)
ou (
E∗−M∗ −~k ·~σ
~k ·~σ −E∗−M∗
)(
ua
ub
)
= 0. (A.13)
As equac¸o˜es A.11 e A.13 sa˜o iguais a` equac¸a˜o para uma partı´cula
livre, mas com a energia dada por E∗ e a massa dada por M∗. Temos enta˜o
que os spinores dos nucleons devem satisfazer:
∑
S
ψψ¯ = γµP∗µ +M∗. (A.14)
Da mesma forma para os ele´trons e neutrinos, respectivamente:
∑
S
ψeψ¯e = γµP∗µ +me; (A.15)
∑
S
ψν ψ¯ν = γµP∗µ , (A.16)
onde P∗ = (E∗,~k), E∗ =
√
k2+M∗2 para os nucleons, E∗ =
√
k2+m2e para
os ele´trons e E∗ = k para os neutrinos.
Assim:
< |M |2 >= g
4
128M4Z
∑
S3
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)γαP∗α1 γβ (1− γ5)ψν3
]
·∑
S4
[
ψ¯4γµ(cV − cAγ5)(γσP∗σ2 +M∗)γβ (cV − cAγ5)ψ4
]
(A.17)
126
< |M |2 >= g
4
128M4Z
Tr
[
γµ(1− γ5)γαP∗α1 γβ (1− γ5)γλP∗λ3
]
·Tr
[
γµ(cV − cAγ5)(γσP∗σ2 +M∗)γβ (cV − cAγ5)(γηP∗η4 +M∗)
]
.
(A.18)
Utilizando teoremas do trac¸o (GRIFFITHS, 2009) obtemos:
< |M |2 >= g
4
2M4Z
E∗1E
∗
2E
∗
3E
∗
4 · {(cV + cA)2(1− v2 cos(θ12))(1− v4 cos(θ34))
+(cV − cA)2(1− v4 cos(θ14))(1− v2 cos(θ23))
− M
∗2
E∗2E
∗
4
(c2V − c2A)(1− cos(θ13))}, (A.19)
onde vi = |~pi|/E∗i e cos(θi j) e´ o aˆngulo entre os vetores ~pi e ~p j.
Para uma reac¸a˜o de absorc¸a˜o de um neutrino por um neˆutron temos o
diagrama de Feynman mostrado na figura 2. A amplitude de transic¸a˜o para
tal diagrama e´:
M =
g′2
8M2W
[
ψ¯3γµ(1− γ5)ψ1
][
ψ¯4γµ(gV −gAγ5)ψ2
]
. (A.20)
onde ψ1 e´ o spinor do neutrino, ψ3 e´ spinor do ele´tron, ψ2 e´ spinor do neˆutron
e ψ4 e´ spinor do pro´ton.
O mo´dulo quadrado da equac¸a˜o acima e´:
|M |2 = g
′4
64M4W
[ψ¯3γµ(1− γ5)ψ1][ψ¯3γβ (1− γ5)ψ1]∗
· [ψ¯4γµ(gV −gAγ5)ψ2][ψ¯4γβ (gV −gAγ5)ψ2]∗. (A.21)
Usando [ψ¯iΓψ j]∗ = [ψ¯ jγ0Γ†γ0ψi],
|M |2 = g
′4
64M4W
[ψ¯3γµ(1− γ5)ψ1][ψ¯1γβ (1− γ5)ψ3]
· [ψ¯4γµ(gV −gAγ5)ψ2][ψ¯2γβ (gV −gAγ5)ψ4] (A.22)
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< |M |2 >= g
′4
128M4W
∑
S3
[
ψ¯3γµ(1− γ5)∑
S1
ψ1ψ¯1γβ (1− γ5)ψ3
]
·∑
S4
[
ψ¯4γµ(gV −gAγ5)∑
S2
ψ2ψ¯2γβ (gV −gAγ5)ψ4
]
(A.23)
< |M |2 >= g
′4
128M4W
Tr
[
γµ(1− γ5)γαP∗α1 γβ (1− γ5)(γλP∗λ3 +me)
]
·Tr
[
γµ(gV −gAγ5)(γσP∗σ2 +M∗)γβ (gV −gAγ5)(γηP∗η4 +M∗)
]
.
(A.24)
Utilizando novamente teoremas do trac¸o obtemos:
< |M |2 >= g
′4
2M4W
E∗1E
∗
2E
∗
3E
∗
4 · {(gV +gA)2(1− v2 cos(θ12))(1− v4 cos(θ34))
+(gV −gA)2(1− v4 cos(θ14))(1− v2 cos(θ23))
− M
∗2
E∗2E
∗
4
(g2V −g2A)(1− cos(θ13))}. (A.25)
No caso de uma colisa˜o neutrino-ele´tron, os dois processos possı´veis
sa˜o mostrados na figura 3. As amplitudes de transic¸a˜o para cada diagrama
sa˜o, respectivamente (HALZEN; MARTIN, 1984):
M1 =
g2
8M2Z
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯4γµ(cV − cAγ5)ψ2
]
; (A.26)
M2 =
g′2
8M2W
[
ψ¯4γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψ2
]
=− g
2
8M2Z
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯4γµ(1− γ5)ψ2
]
. (A.27)
Na˜o sabemos qual reac¸a˜o pode ocorrer, e a amplitude total e´:
M =M1−M2
=
g2
8M2Z
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯4γµ(c∗V − c∗Aγ5)ψ2
]
, (A.28)
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onde o sinal negativo vem da regra de Feynman de antissimetrizac¸a˜o, c∗V =
cV + 1 e c∗A = cA+ 1. A expressa˜o acima tem a mesma forma do caso do
espalhamento neutrino-nucleon, portanto:
< |M |2 >= g
4
2M4Z
E∗1E
∗
2E
∗
3E
∗
4 · {(c∗V + c∗A)2(1− v2 cos(θ12))(1− v4 cos(θ34))
+(c∗V − c∗A)2(1− v4 cos(θ14))(1− v2 cos(θ23))
− m
2
e
E∗2E
∗
4
(c∗2V − c∗2A )(1− cos(θ13))}. (A.29)
Para uma colisa˜o neutrino-neutrino, na˜o temos como saber qual dos
neutrinos emergentes veio do neutrino alvo ou do neutrino incidente. A figura
4 mostra os dois diagramas de Feynman possı´veis para tal colisa˜o. Desta
forma, para uma colisa˜o neutrino-neutrino temos:
M =M1−M2; (A.30)
M1 =
g2
16M2Z
[
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯ν4γµ(1− γ5)ψν2
]
; (A.31)
M2 =
g2
16M2Z
[
ψ¯ν4γµ(1− γ5)ψν1
][
ψ¯ν3γµ(1− γ5)ψν2
]
(A.32)
onde ja´ usamos cV = 1/2 e cA = 1/2 para os neutrinos.
Para a equac¸a˜o A.30 temos:
|M |2 = |M1|2+ |M2|2−M ∗1M2−M ∗2M1. (A.33)
A me´dia sobre os spins iniciais e a soma sobre os spins finais fornece:
< |M |2 >= 4g
4
M4Z
(P∗1 ·P∗2 )(P∗3 ·P∗4 )
=
4g4
M4Z
k1k2k3k4(1− cos(θ12))(1− cos(θ34)), (A.34)
onde ja´ usamos E∗i = |~ki|= ki.
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A delta de Dirac na expressa˜o 3.8 e´:
δ 4(P1+P2−P3−P4) = δ (E1+E2−E3−E4)δ 3(~k1+~k2−~k3−~k4). (B.1)
Realizando a integrac¸a˜o em d3k4, fazendo~k1 = k1zˆ, temos:
σ =
1
(2pi)5
g4
32M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ
k23dk3
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3
·δ (E1+E2−E3−E4)η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
·
{
(V +A )2(1− v2 cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
E∗4
)
+(V −A )2
(
1− k1+ k2 cos(θ2)− k3 cos(θ3)
E∗4
)
(1− v2 cos(θ23))
− m
2
E∗2E
∗
4
(V 2−A 2)(1− cos(θ3)),
}
(B.2)
onde agora~k4 =~k1+~k2−~k3 e
v4 cos(θi4) =
k4
E∗4
~ki ·~k4
kik4
=
~ki · (~k1+~k2−~k3)
kiE∗4
. (B.3)
Realizaremos agora a integrac¸a˜o em k3. Para isto usaremos a seguinte
propriedade da func¸a˜o delta de Dirac (GRIFFITHS, 2009):
ˆ
f (x)δ (g(x))dx=∑
i
f (xi)
|g′(xi)| (B.4)
com g(xi) = 0. Escrevemos enta˜o:
σ =
ˆ
f (k3)δ (g(k3))dk3, (B.5)
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onde
f (k3) =
1
(2pi)5
g4
32M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3 k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
·
{
(V +A )2(1− v2 cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
E∗4
)
+(V −A )2
(
1− k1+ k2 cos(θ2)− k3 cos(θ3)
E∗4
)
(1− v2 cos(θ23))
− m
2
E∗2E
∗
4
(V 2−A 2)(1− cos(θ3))
}
; (B.6)
g(k3) = E1+E2−E3−E4; (B.7)
k24 = k
2
1 + k
2
2 + k
2
3 +2(k1k2 cos(θ2)− k1k3 cos(θ3)− k2k3 cos(θ23)). (B.8)
Para o caso do espalhamento:
g(k3) = E1+E2−E3−E4 = E∗1 +E∗2 −E∗3 −E∗4 = k1+E∗2 − k3−
√
m2+ k24
(B.9)
cuja soluc¸a˜o para g(k3) = 0 e´
k3 =
k1 (E∗2 − k2 cos(θ2))
k1+E∗2 − k1 cos(θ3)− k2 cos(θ23)
. (B.10)
Para o caso acima
|g′(k3)|= k1(1− cos(θ3))+E
∗
2 − k2 cos(θ23)
k1+E∗2 − k3
. (B.11)
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Finalmente
σ =
1
(2pi)5
g4
32M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3 k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
k1+E∗2 − k3
k1(1− cos(θ3))+E∗2 − k2 cos(θ23)
·
{
(cV + cA)2(1− v2 cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
E∗4
)
+(cV − cA)2
(
1− k1+ k2 cos(θ2)− k3 cos(θ3)
E∗4
)
(1− v2 cos(θ23))
− m
2
E∗2E
∗
4
(c2V − c2A)(1− cos(θ3))
}
. (B.12)
Para o caso de absorc¸a˜o:
g(k3) = E1+E2−E3−E4 = E∗1 +E∗2 −E∗3 −E∗4 −gρb0
= k1+E∗2 −
√
m2e+ k23−
√
M∗2+ k24−gρb0 (B.13)
cuja soluc¸a˜o para g(k3) = 0 e´
k3 =−2(k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))(C
2+m2e−D)
4(k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))2−4C2
−
√
16m2eC2(k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))2+4C2(C2+m2e−D)2−16m2eC4
4(k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))2−4C2
(B.14)
onde
C = k1+E∗2 −gρb0; D= (~k1+~k2)2+M∗2. (B.15)
A derivada de g(k3) aplicada no k3 acima e´:
|g′(k3)|= k3√
m2e+ k23
+
k3− (k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))
C−
√
m2e+ k23
=
Ck3− (k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))
√
m2e+ k23√
m2e+ k23(C−
√
m2e+ k23)
. (B.16)
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Assim
σ =
1
(2pi)5
g4
32M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3 k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
√
m2e+ k23
(
C−
√
m2e+ k23
)
Ck3− (k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23))
√
m2e+ k23
·
{
(gV +gA)2(1− v2 cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
E∗4
)
+(gV −gA)2
(
1− k1+ k2 cos(θ2)− k3 cos(θ3)
E∗4
)
(1− v2 cos(θ23))
− m
2
E∗2E
∗
4
(g2V −g2A)(1− cos(θ3))
}
. (B.17)
Para um espalhamento neutrino-neutrino:
f (k3) =
1
(2pi)5
g4
4M4Z
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2| (1− cos(θ2))(1− cos(θ34));
(B.18)
g(k3) = E1+E2−E3−E4 = k1+ k2− k3− k4, (B.19)
cuja soluc¸a˜o para g(k3) = 0 e´
k3 =
k1k2(1− cos(θ2))
k1+ k2− k1 cos(θ3)− k2 cos(θ23) . (B.20)
Neste caso
|g′(k3)|= k1(1− cos(θ3))+ k2(1− cos(θ23))k1+ k2− k3 ; (B.21)
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σ =
1
(2pi)5
g4
4M4Z
ˆ
d3r
ˆ
d3k2
ˆ pi
0
sen(θ3)dθ3
ˆ 2pi
0
dφ3 k23
· η2(T )(1−η3(T ))(1−η4(T ))|~v1−~v2|
k1+ k2− k3
k1(1− cos(θ3))+ k2(1− cos(θ23))
· (1− cos(θ2))
(
1− k1 cos(θ3)+ k2 cos(θ23)− k3
k4
)
. (B.22)
Para calcular as integrais apresentadas aqui utilizamos dois me´todos
de Monte Carlo. Para cada varia´vel de integrac¸a˜o sorteamos um ponto alea-
toriamente no espac¸o de integrac¸a˜o. Para cada conjunto de pontos sorteados,
calculamos o valor da func¸a˜o e somamos os valores para depois calcular a
me´dia e obter o resultado final. No segundo me´todo, os limites de integrac¸a˜o
sa˜o tomados maiores que os originais, e para cada conjunto de pontos sorte-
ados aleatoriamente, calculamos o valor da func¸a˜o e comparamos com outro
nu´mero sorteado aleatoriamente. Contamos enta˜o o nu´mero de pontos que fi-
cam abaixo do valor da func¸a˜o. O resultado da integral e´ obtido multiplicando
a frac¸a˜o de pontos que ficam abaixo da hipersuperfı´cie da func¸a˜o pelo hiper-
volume do espac¸o de integrac¸a˜o aumentado. Os dois me´todos esta˜o em o´timo
acordo, pore´m o primeiro se mostrou menos sensı´vel ao nu´mero de pontos
utilizados e tambe´m ao valor da semente do gerador de nu´meros aleato´rios.
Os resultados aqui apresentados sa˜o para o primeiro me´todo.
Calculamos o desvio padra˜o em torno da me´dia:
∆x=
√
1
N−1
N
∑
i=1
(xi− x¯)2, (B.23)
para testar o me´todo descrito acima para o LCMN. Usamos N = 20 e as in-
tegrais foram calculadas com 1.000.000 de pontos de Monte Carlo para cada
xi. O desvio padra˜o encontrado e´ de no ma´ximo 1%, o que nos leva a concluir
que o me´todo e´ bastante confia´vel.
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A partir da expressa˜o 3.40, usando 3.34 e 3.39, temos
σT =
ˆ
1
N
dσ
dΩ
(1− cos(θ))dΩ
=
ˆ
G2
4pi2
k2V 2(1+ cos(θ))(1− cos(θ))
·
{
1+
4piρ¯n
q
ˆ ∞
0
r[g(r)−1]sen(qr)dr
}
dΩ
=
G2
4pi2
k2V 2
{ˆ
(1− cos2(θ))dΩ
+4piρ¯n
ˆ
(1− cos2(θ))
ˆ ∞
0
r[g(r)−1] sen(qr)
q
drdΩ
}
. (C.1)
A primeira integral e´
I1 =
ˆ
(1− cos2(θ))dΩ= 8pi
3
. (C.2)
A segunda integral e´
I2 = 4piρ¯n
ˆ
(1− cos2(θ))
ˆ ∞
0
r[g(r)−1] sen(qr)
q
drdΩ
= 4piρ¯n
ˆ ∞
0
[g(r)−1]I3dr. (C.3)
Podemos calcular a integral em dΩ. A integral em dφ e´ trivial:
I3 =
ˆ
(1− cos2(θ))r sen(qr)
q
dΩ.
= 2pi
ˆ 1
−1
(1− cos2(θ))r sen(2kr
√
1− cos(θ))√
2k
√
1− cos(θ) d cos(θ). (C.4)
Fazendo u= cos(θ), e depois v=
√
1−u, obtemos
I3 = 2pi
ˆ 0
√
2
(2v2− v4)r sen(av)
2kv
(−2v)dv, (C.5)
onde a=
√
2kr. A soluc¸a˜o, onde b= 2kr, e´
I3 =
8pi
3k2
[
72
b4
(cos(b)+bsen(b)−1)− 6
b2
(5cos(b)+bsen(b)+1)
]
. (C.6)
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Logo,
σT =
G2
4pi2
k2V 2 (I1+ I2). (C.7)
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Apo´s sortear os neˆutrons dentro de uma caixa cu´bica, podemos calcu-
lar a func¸a˜o de correlac¸a˜o g(r). Infelizmente, o lado do cubo foi limitado por
razo˜es computacionais (dimensa˜o das matrizes). Como precisamos conhecer
ao mesmo tempo a posic¸a˜o de todos os neˆutrons para medir a distaˆncia entre
eles, temos que limitar o nu´mero de neˆutrons ao tamanho de vetor disponı´vel
do programa nume´rico.
No entanto, como o cubo tem um tamanho finito e queremos obter g(r)
para ate´ o maior r possı´vel, na˜o podemos usar o fator 4pirdr, que representa
a a´rea de uma casca esfe´rica de espessura dr, na expressa˜o 3.43, pois, como
a caixa cu´bica e´ finita, a casca esfe´rica pode sair da caixa. Usando 4pirdr,
estarı´amos considerando espac¸os onde na˜o ha´ neˆutrons. Temos enta˜o que
calcular a a´rea A j(r) da parte da casca esfe´rica, centrada no neˆutron j, com
um raio r, que fica dentro da caixa.
O raio r e´ discretizado para facilitar o ca´lculo. Para cada r, temos um
nu´mero de neˆutrons dN j(r) a uma distaˆncia entre r e r+dr do neˆutron j. A
contribuic¸a˜o do neˆutron j para a func¸a˜o de correlac¸a˜o e´
g j(r) =
dN j(r)
A j(r)drNρ¯n
. (D.1)
A func¸a˜o de correlac¸a˜o total e´ a soma em j de g j(r): g(r) = ∑Nj=1 g j(r).
Fazemos algumas mudanc¸as para poder calcular A j(r). Como ja´ cal-
culamos a distaˆncia entre o neˆutron j e o resto, podemos mudar aquele de
octante para facilitar o ca´lculo da a´rea devido a` simetria da caixa. Por con-
venieˆncia, transferimos o neˆutron para o primeiro octante. Para um neˆutron
na posic¸a˜o P, tal que a origem e´ o centro do cubo, suas coordenadas sa˜o
(xP,yP,zP). Fazemos
xP→ |xP|, yP→ |yP|, zP→ |zP|. (D.2)
Como veremos mais adiante, facilita reordenar as coordenadas, sem
alterar a a´rea, para obter
zP ≥ yP ≥ xP. (D.3)
Assim, dxy ≥ dzx ≥ dyz, onde di j e´ a distaˆncia entre P ate´ a aresta i j do cubo.
Por exemplo, onde B e´ a metade do lado do cubo,
dxy =
√
(B− xP)2+(B− yP)2. (D.4)
Outra definic¸a˜o u´til e´
x′1 = B− xP, x′2 = B− yP, x′3 = B− zP, (D.5)
144
onde ja´ usamos (xP,yP,zP) redefinidos.
Vamos considerar apenas r< B. Podemos dividir o ca´lculo da a´rea em
quatro casos, dependendo da relac¸a˜o entre r e di j.
Caso 1: r ≤ di j. Neste caso, se a distaˆncia entre P e o lado i for menor
que r, sai uma calota esfe´rica do cubo por este lado, e devemos descontar a
a´rea desta. Em geral, se
x′i
r
< 1, (D.6)
enta˜o
Acal i = 2pir2
ˆ θi
0
sen(θ)dθ = 2pir2(1− cos(θi)), cos(θi) = x
′
i
r
. (D.7)
A a´rea da casca dentro do cubo e´
AP(r) = 4pir2−
3
∑
i=1
Acal i. (D.8)
Caso 2: r> dyz mas r≤ dxy e r≤ dzx. A casca esfe´rica sai pela aresta yz
e pode sair uma calota pelo lado x. A parte sombreada da figura 42 apresenta
a regia˜o de integrac¸a˜o nos aˆngulos polar θ e azimutal φ , onde na˜o sai uma
calota pelo lado x.
Figura 42 – Regia˜o cinza e´ a regia˜o de integrac¸a˜o para o caso 2. O gra´fico
na˜o esta´ em escala.
Lembrando que o elemento de a´rea de uma casca esfe´rica e´ dA =
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r2sen(θ)dθdφ , obtemos
AP(r)
r2
=2pi+pi(cos(θy)+ cos(θ3))
+2
ˆ θy
θ3
sen(θ)sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
dθ − Acal x
r2
, (D.9)
onde ja´ incluı´mos uma possı´vel calota no lado x, calculada como no Caso 1,
e
cos(θ3) =
x′3
r
, cos(θy−pi/2) = x
′
2
r
. (D.10)
Caso 3: r> dyz, r> dzx, mas r≤ dxy. A casca esfe´rica sai pelas arestas
yz e zx. A regia˜o de integrac¸a˜o e´ mostrada na figura 43. Temos
Figura 43 – Regia˜o cinza e´ a regia˜o de integrac¸a˜o para o caso 3. O gra´fico
na˜o esta´ em escala.
AP(r)
r2
=2pi+pi(cos(θy)+ cos(θ3))+2
ˆ θy
θ3
sen(θ)sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
dθ
−2
ˆ θx
θ3
sen(θ) cos−1
(
x′
rsen(θ)
)
dθ
+2
ˆ θy
θx
sen(θ)sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
dθ . (D.11)
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Devido a` condic¸a˜o D.3, temos sempre θy > θx, onde
cos(θx−pi/2) = x
′
1
r
. (D.12)
Caso 4: r > di j. A casca esfe´rica sai pelas arestas e pode sair pelo
ve´rtice xyz. A figura 44 mostra a regia˜o de integrac¸a˜o quando a casca esfe´rica
na˜o sai pelo ve´rtice xyz.
Figura 44 – Regia˜o cinza e´ a regia˜o de integrac¸a˜o para o caso 4. O gra´fico
na˜o esta´ em escala.
Se sair pelo ve´rtice xyz, temos
A′
r2
=2pi+pi(cos(θy)+ cos(θ3))+2
ˆ θy
θx
sen(θ)sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
dθ
+
ˆ θx
θ (2)xy
sen(θ)
[
sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
− cos−1
(
x′
rsen(θ)
)]
dθ
+
ˆ θx
θ3
sen(θ)
[
sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
− cos−1
(
x′
rsen(θ)
)]
dθ . (D.13)
Caso na˜o saia, temos o termo adicional
A′′
r2
=
ˆ θ (1)xy
θ3
sen(θ)
[
sen−1
(
y′
rsen(θ)
)
− cos−1
(
x′
rsen(θ)
)]
dθ . (D.14)
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A a´rea total e´
AP(r) = A′+A′′, (D.15)
onde
θ (1)xy =
pi
2
−α, θ (2)xy = pi2 +α, cos(α) =
√
x′21 + x
′2
2 . (D.16)
Como dissemos antes, apenas r < B, para a casca esfe´rica na˜o sair por
outras arestas e lados.
Para testar se as a´reas acima e o co´digo nume´rico esta˜o corretos, ha´
um teste bem eficaz. Para um sistema formado por partı´culas em posic¸o˜es
aleato´rias sem nenhuma restric¸a˜o, a func¸a˜o de correlac¸a˜o deve ser g(r) = 1
para todo r. Fizemos o teste sorteando neˆutrons aleatoriamente sem ne-
nhuma restric¸a˜o dentro de um cubo e encontramos g(r) = 1, corroborando
os ca´lculos acima.
